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En la presente comunicacién se establece y analiza el concepto de entropfa inferencial para redes
neuronales sin retroalimentacién. Ademés se muestra la correspondencia entre dicho concepto y
la funcién entropia que se obtiene mediante un anélisis mecénico-estadistico de la termodindmica

del proceso de aprendizaje de 1a red.

Consideramos redes estructuradas en capas,
con neuronas interconectadas sin retroalimenta-
cién. Las interconexiones est4n dadas por unama-
triz sindptica J, con la cual la red representza una
dada funci6én booleana entre sus entradas y salidas
exteriores. Centramos nuestro an4lisis en la capa-
cidad de generalizacién de redes que aprenden me-
diante ejemplos. Suponemos que los pardmetros
internos que definen la estructura de la red, a ex-
cepcibn de las eficacias sindpticas Jij"”, permanecen
invariables. Es decir, el aprendizaje se realiza bus-
cando la matriz adecuada en el espacio J de todas
las matrices sindpticas. Denotamos con L, al con-
junto de matrices sindpticas que representan una
la funcién booleana F, y con H[L,] ala cantidad de
elementos de dicho conjunto. Asimismo, llamamos
H[J] alacantidad de matrices sinapticas distintas
que existen en el espacio J y H[M,i-#%-"] a ]a can-
tidad de matrices que representan alguna de las
funciones F/J"-I"coincidentes con F, en los pun-
tos correspondientes a los n vectores de entrada
B (1<5, <N, k= 1,2, ..., n) siendo M "%
inel conjunto de dichas matrices. N_ es el mimero to-
tal de ejemplos y n es la cantidad de ejemplos uti-
lizados durante el aprendizaje.

Si elegimos al azar alguna matriz sindptica de
entre las H [J] existentes en J tenemos una proba-
bilidad:

H[M _}(1]2,.‘.‘]“]
H[J]

de haber elegido una de las matrices que represen-

tan alguna de las funciones F il-i-" Por lo tanto

Py, es la probabilidad de “memorizar” los ejemplos
utilizados. A su vez, tenemos una probabilidad:

_HL]
H[J]
de haber elegido una de las matrices que represen-

tan la funcién F,. Es decir, p,es la probabilidad de
“generalizar” procediendo por eleccién al azar. Las

(1)

Pu=

Pg (2
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probabilidades indicadas en (1) y (2) corresponden
ala“memorizacién” y “generalizacién”, respectiva-
mente, en unared que avin noha sido sometidaaun
proceso de aprendizaje. Sidicho proceso de apren-
dizaje es llevado a cabo exitosamente, esto signifi-
ca que la matriz sindptica pertenece al conjunto
M, %32 que incluye todas las matrices que repre-
sentan una funcién F,J*2-i», Por lo tanto, la proba-
bilidad de que la red “generalice” condicionada a
que previamente hayalogrado “memorizar” estos n
ejemplos, es H[L, 1/ H [M,}}-ir], Esta probabili-
dad depende del conjunto particular de ejemplos
utilizados en el aprendizaje.

El proceso de aprendizaje equivale a una reduc-
cién de los estados accesibles del sistema, en el es-
pacio J de las matrices sindpticas.

Si, en el aprendizaje de una funcién booleana F,
dada, la red logra memorizar exitosamente n
“ejemplos” particulares (EW, S i), (1<j <N_,1=1,
2, ...,n) el espacio de los estados accesibles se re-
duce de J a M j%%-in, Esta reduccién corresponde
a un incremento en la probabilidad de generaliza-
cién piti% -in definida como:

piyer-in(F, ) = _ﬂﬂ_ 3

: H[Nﬂg-’zJ]

yaque MNF,)>M¥F,)>..oMrin, L,

Por lo tanto: M1 (F,)> M¥W2(F, ) ..o Mo, L,
pi(F) < pip2(F) <... 4)

< Spllzr-infFy)<... <pl2-o(F,)

_ Una vez memorizados n ejemplos particulares
(EOY, S 1) de 1a funcién F, estamos seguros de que
se trata de alguna funcién booleana perteneciente
al conjunto Cit-2--*(F, ) que agrupa a todas las fun-
ciones F ji2--in, §j el evento que nos interesa es la
generalizacién de una dada funcién booleana F,, 1a
informacién (en bits) que obtenemos al saber que la
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red efectivamente generalizé dicha funcién [una
vez que ha memorizado los n ejemplos (E[Y, S )]
estd dada por log, [1/p "% (F,)]. Por ejemplo,
la informacién que obtendriamos si la red lograra
generalizar una funcién irrepresentable (L, = @ —
pgti%-(F,)= 0) seria infinita y la que correspon-
dealageneralizacién de una funcién representable
luego de producida la memorizacién de los N ejem-
plos que definen dicha funcién [p %N (F,) = 1 si
L, _# 0] es nula. _

_ Lared, una vez memorizados los n ejemplos (EW,
S M) de F,, puede representar cualquier funcién F,
perteneciente a G- (F,). La probabilidad con
que ello ocurre es precisamente C2%n(F ) ya que,
como todas estas funciones F_ pertenecen a
Citiz-in(F ), en el cdlculo dado por (3) el denomi-
nador es el mismo que el utilizado para calcular
pG*i%-in(F,). Por lo tanto, podemos caracterizar a
la red mediante una entropia inferencial definida
de la siguiente manera:

Sitiz-in(F, ) = ®)

=S (R e (),

FeC iy (Fk)

donde hemos utilizado logaritmos en base 2 para
expresar la informacién en bits.

La entropia de la red neuronal es una medida de
la informacién promedio que se obtiene al conocer
cudl es la funcién finalmente representada, una
vez que ha concluido la etapa de aprendizaje de los
n ejemplos (EU, SU1), Es, por lo tanto, una medida
de la incerteza promedio que existe con respecto a
cudl regla ha inferido la red.

Parael caso en quen=N,, si F, es representable,
la sumatoria de (5) se restringe sé6lo a {F,} y, como
pcl%-Ne(F)) = L resulta S2--N(F,) . SiF, noesre-
presentable, la sumatoria noincluye ningtin térmi-
no y también es S*--Ne(F ) = 0. Por otra parte, si
n=0,como C(F)=FyM(F)=JVF, entonces se
obtiene p; (F) = HIL (F)]1/H [J]1V Fy (5) queda:

S(Fk)= - Z H[L(F)] 1 H[L(F)]

o H[J] H[]

(6)

Lavariacién de entropia inferencial entre los casos

n =0 (sin aprendizaje) y n = N_(aprendizaje perfec-
to) de la funcién F, es:

—ql2..N _

AS=S (F)-S(F)=

_v H[L(F]

Fer H [J]

M
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donde, dado que esta variacién de entropia inferen-
cial no depende de la funcién F, aprendida, hemos
eliminado la indicacién de esta dltima.

En (7), como H [L(F)] es menor o igual que H [J],
resulta AS < 0. Enlos casos en que AS <0 el apren-
dizaje produce, en promedio, una reduccién de la
entropia inferencial -AS. Notar que las funciones
no representables no contribuyen al valor de AS en
(7). Esto significa que durante el aprendizaje de
funciones irrepresentables no se produce ninguna
variacién de entropia. De la misma manera, si la
red sé6lo pudiese representar una unica funcién F,
(HIL]=H[J], H[L(F#F))]} =0, lavariacién de en-
tropia durante el aprendizaje en dicha red también
seria nula. Por otro lado, es posible demostrar! que
la reduccién de entropia inferencial -AS es mdxima
para el caso en que todas las funciones son repre-
sentables por un cantidad igual de matrices sindp-
ticas(H [L(F)] = H[J}/N, ), donde N, _, es la canti-
dad total de funciones booleanas. Dicho valor ma-
ximo de reduccién de entropia inferencial es:

A Smax = 1og2Nb00] (8)

Vemos entonces que la variacién de entropia in-
ferencial dada por (7) permite caracterizar la es-
tructura interna de la red, de acuerdo con el grado
de uniformidad con que la red es capaz de aprender
todas las funciones booloanas pertenecientes a F.
SiAS = 0lared posee una arquitectura tan especia-
lizada que sélo es capaz de representar una dnica
funcién booleana (cualquiera sea ella). Consecuen-
temente, la capacidad de “aprender” de esta red es
nula. Si AS = -AS__, se trata de una red versitil,
capaz de representar todos los problemas con igual
probabilidad. Es decir, AS permite clasificar a las
redes neuronales en redes de propésito especifico
(AS — 0) o redes de propésito general (AS — -AS__ ).

En trabajos anteriores® ® hemos descripto un
proceso de aprendizaje basado en el método del re-
cocido simulado. El mismo consiste en realizar va-
rios “ciclos” de barridos Monte Carlo a distintas
temperaturas efectivas T. Al final de cada ciclo se
debe alcanzar el equilibrio termodindmico, es de-
cir, para cada temperatura T la energfa promedio
< € (J) > debe estabilizarse en un valor constante.
Este promedio se obtiene dejando que el sistema
evolucione temporalmente y tomando en cuenta
las sucesivas configuraciones que van apareciendo
(el proceso Monte Carlo simula dicha evolucién
temporal).

También podemos obtener este promedio utili-
zando las técnicas usuales de mecénica estadistica,
esdecirrealizando promedios en el ensamble de re-
des neuronales correspondiente. La funcién de
particién esta dada por:
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Z‘I}J? n= Z e- Be)l')l ']n(‘]‘pk)—
Jed

=3, H[L{F) ePehb-hye py

FeF

(9

. xS . ' . . <)
donded actiia como variable microscépicay F como
macroscépica. Asimismo, H [L (F)] puede enten-
derse como la degeneracién de la energiay F, como
un pardmetro o “campo” externo. Es importante
remarcar que T = 1/ coincide con la temperatura
efectiva utilizada en el proceso de aprendizaje..

Como, por definicién, €*-3%--in(F, F,) no puede
ser negativa, entonces paraT = 0 resulta

Z{;ﬂzv Jn(T 0)

- 3 CHLF)-Epe]

FeChxhun&n(;F‘Q .
La entropia est4 dada por: -
HL(F]] ePori’izry e
' zm—zn _ B

SjPl;"Z’"“in: _ (10g2

HIL(F]e—Bamz -«Jn(FF]a
zuez*
H[L( ]e -Bei1 e )

Zi b
k

=-2

FeF

a1
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a0 -

Para T = 0, resulta: - o

5 o LH[LE)
“reoni sy A
H[u(E]

H[Mpe-3]

Siydar-in(T'= 0=
log, (12)

Si F, es la funcién representable o si, siendo irre-
presentable, el conjunto de ejemplos utilizados du-

rante el aprendizaje es memorizable, la expresién

(12) coincide con la ec. (5) que define la entropia in-
ferencial de lared. Notar que esta ¢correspondencia
est4 ligada a 1a finalizacién del proceso de aprendi-
zaje, ya que (12) sélo és vélida para T = 0.
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