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Presentamos aqui los primeros resultados de un esquema de célculo que permite resol-
ver numéricamente las conocidas ecuaciones trascendentes de Lieb y Wu (que determi-
naron los valores de k,, ...ky, L, ...Ly, que hacen a una funcién de onda de la forma con-
jeturada por Bethe un autoestado del hamilitoniano de Hubbard unidimensional, para
cualquier valor de la repulsién electrostatica, U en un mismo sitio y de los niimeros N_de
sitios, N de electrones y M de espines hacia abajo) sin pasar al Iimite N, — > eocon N/N_
y M/N_fijos. Elinterés de este cdlculo esta en obtener nimeros “exactos” con los cuales
contrastar resultados de Monte Carlo cudntico. E1 métodoimplementado es del tipo New-
ton-Raphson, que se encuentra que no converge para ninguin valor de U, al menos en el
caso N, =N = 2M = 2. No obstante podemos encontrar los autovalores que corresponden
al estado fundamental con precisién arbitraria, observando la tendencia de las “solucio-
nes” del método luego de unas pocas iteraciones a partir de un conjunto propuesto de va-
lores. Estos autovalores yla energia del estado fundamental obtenida a partir de ellos se

comparan con los resultantes de una diagonalizacién exacta en el caso mencionado.

INTRODUCCION

El estudio del estado fundamental y excitacio-
nes mads bajas de diversas extensiones del modelo
de Hubbard en 1, 2 y 3 dimensiones, como asi tam-
bién de su limite para U— « en banda semillena (el
modelo cudntico de Heisenberg) ha cobrado nuevo
impulso por el interés en explicar el mecanismo que
da origen a la superconductividad a temperaturas
superiores a 100 K en perovskitas que contienen
6xidos de cobre.

Esta superconductividad de alta temperatura
critica parece ser de tipo singulete como en el caso
BCS y se ha asociado con la presencia de cierta es-
tructura magnética (posiblemente antiferromag-
nética, aunque mas probablemente corresponda a
un estado menos ordenado, tipo RVB). También se
ha observado que la falta de estequiometria de oxi-
geno tiene un rol importante dado que las vacan-
cias de este elemento introducen una cierta concen-
tracién de huecos, y se piensa que la clave del
mecanismo est4 en la dindmica de estos huecos en
los planos Cu0, de la perovskita. Para estudiar es-
ta dindmica se han propuesto diversas extensiones
del modelo de Hubbard en 2 dimensiones.

Sibien es cierto que la simulacién directa de sis-
temas fermidnicos en 2 y 3 dimensiones ha tenido
poco éxito hasta el momento (una excepcién es el
caso de 2 cadenas?®), no est4 probado que sea impo-
sible, y es nuestra intencién dedicarnos a la aplica-
cién de técnicas de Monte Carlo cudntico para sis-
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temas fermiénicos en mds de 1 dimensién apenas
seinstale el sistema MICROVAX 2 en Mar del Pla-
ta. Eneste programa, y considerando el interés del
modelode Hubbard, conviene tener nimeros “exac-
tos” con los que podamos probar nuestros métodos
de Monte Carlo en 1 dimensién.

LAS ECUACIONES DE LIEB Y WU

Aunque la solucién formal del modelo de Hub-
bard unidimensional se conoce desde hace mucho
tiempo’, el interés se ha centrado siempre en el li-
mite termodindmico, expresdndose la solucién en
términos dc densidades de estados por tedos cono-
cidas, al menosenel casoN/N =1, M/N_=V2. Da-
do que nuestro objetivo no es deducir propiedades
fisicas sino probar métodos de Monte Carlo cuya li-
mitacién principal es siempre el tamafio de la red,
necesitamos resolver las ecuaciones de Lieb y Wui
en su forma original, discreta. Estas son:

FiENl.kl-E 6 2(senk, - A)|-2r1,= 0,
B=
i=1,.,N coninse(p)z-Zamtan(Zp/U)Sn
M N
GuEE G(Au'Aﬁ)'jgi 9[2(11\11'59“1(1)]'

B=1
- 2TTJH= 0, u=1,..M
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donde {L}y {J ) son conjuntos de nimeros cudnticos
que identifican al estado, que es tal que en cada re-
gién definida por 1 < X1 <...£ %y <N, la amplitud
correspondlente a espines hacla abajo en los sitios
X,,...,Xy ¥ hacia arriba en los x, ,,...,x, (antisime-
trizada en las primeras My en lasltimas N - M va-
riables) es de la forma

f(x X

et MI Mfl’

Xy = Xp [Q, R] exp (iZkg, xg)

(conjetura de Bethe). Aqui Q y R son permutacio-
nes del conjunto (1,...,N) y [Q, R] son coeficientes.
Estas ecuaciones y los nimeros I, J, resultan de
ex1g1r ciertas condiciones de consi stenc1a ala solu-
¢ién (que vienen de la condicién de contorno perié-
dica y del cardcter fermiénico de las particulas in-
tereactuantes,y se traducen en relaciones entre los
coeficientes [Q, R]). Los A tienen la interpretacién
de estados con espin definido (por ejemplo, hacia
abajo), como es facil comprobar en el limite termo-
dingmico.

Se ha probado? que para el estado fundamental
los nimeros I, van desde (1 - N) /2 hasta (N - 1)/ 2
ylosJudesde( 1-M)/2hasta(M-1)/2(y serdan
enteros o semienteros dependiendo de si N o M son
impares o pares). En este caso,

Tk =(SL+ %)/ N, = 0.

En el caso simple N = N =2, M = 1, la solucién
para cualquier valor de U se obtiene de resolver
cosk =4/U. sen’k. Esto serd una buena guia para
probar el método.

DESCRIPCION DEL METODO

Como hemos anticipado, el método utilizado pa-
ra la resolucién de este sistema de ecuaciones tras-
cendentes es el de Newton-Raphson, con resolucién

en cada iteracién del sistema lineal:

[matriz Jacobiana] . {variacién del vector de solu-
ciones] = -[funcién evaluada en la solucién]

por el método de eliminacién de Gauss con pivoteo
total. Los elementos de la matriz Jacobiana son:

oF,/ ok, = {N +2 8Ucosk/[U2+16 senk; - AB)]}
B=1

a0 e o
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G /ok =-8U cosk{U2+ 16(senk.-A )2]
T i i

3G, /an= {ﬁl 8U/{U2 + 16(sen k- Ap)z]
. a)rgl 4U/[U’3+ 4A,- Af]} St
+ 4U/[U2+ 4(A,- Aﬂ)z](l- 3)

Usando k. = O planteamos el vector de soluciones
conteniendo N - 1k’s y MA’s. Hemos cuidado en ca-
daiteracién de reducir los k’s incrementados al in-
tervalo <k <.

Lamentablemente, el método resulté no conver-
gente en el caso simple mencionado en la seccién
anterior para todos los valores de U probados. De
todos modos, fuimos capaces de extraer resultados
significativos apelando a la siguiente estrategia,
utilizada por uno de los autores en otros contextos*:
observando el flujo de las soluciones en unas pocas
iteraciones a partir de distintas condiciones inicia-
les es posible encontrar la solucién con tanta preci-
sién como se desee (0 como sea necesaria, de acuer-
do a la violencia con que la “solucién” de Newton-
Raphson se aleje de la condicién inicial en las
cercanias de la solucién verdadera). Por ejemplo,
se encuentra que para U~2 la sensibilidad a condi-
ciones iniciales es mayor que para U— « 6 0, luego
esnecesario acotar la solucién con mayor precision.

RESULTADOS PARAN,=N=2,M=1:
ENERGIA DEL ESTADO FUNDAMENTAL

En la tabla 1 registramos los valores obtenidos
parak =k, = -k, como funcién de U (A = 0), compa-
rados con los k’ que resultan de resolver
cos K’ = 4/ U. sen, k’ con una precisién de 0,001.
También en dicha table comparamos los valores ob-
tenidos por nuestro método para la energia del es-
tado fundamental: N

N
E=-2 Z cosk,
j=1
con los que resultan de la formula

E = /2 [U~VU? + 64].

Estadltima se obtiene de laresolucién del mode-
lo en representacién de sitio, sin usar la conjetura
de Bethe. Los digitos entre paréntesis en E son
aquellos que difieren de los de E’.

SAN LUIS 1989 - 277



U k kK’ E E
100,0 1,53085 1,630 -0,15974 (28) -0,1597448
20,0 1,37701 1,377 -0,7703 (029) -0,7703296
12,0 1,26319 1,263 -1,2111 (128) -1,2111026
7,0 1,099808 1,100 -1,8150 (689) -1,8150729
4,0 0,904555 0,905 -2,4721 (419) -2,4721360
3,4 0,847895 0,848 -2,6462 (525) -2,6462628
2,8 0,782035 0,782 -2,83792 (36) -2,8379240
2,0 0,6748889 0,675 -3,123105 (5) -3,1231056
1,9 0,659471335 0,660 -3,1612650 -3,1612650
1,6 0,609728 0,609 -3,279215 (2) -3,2792156
0,9 0,4650297 0,465 -3,57523 (30) -3,57562329
0,8 0,439446 0,439 -3,619950 (0) -3,6199502
0,5 0,349771 0,350 -3,757804 (8) -3,7578049
0,1 0,157782 0,158 -3,950312 (9) -3,9503125
0,01 0,049989 0,050 -3,995003 (2) -3,9950031
0,002 0,02236 0,022 -3,9990001 -3,9990001
TABLA 1
CONCLUSIONES AGRADECIMIENTOS

Los resultados presentados en las secciones
anteriores permiten albergar esperanzas de que,
aunque el método de Newton-Raphson tampoco
converja en otros casos, podamos sin embargo obte-
ner cifras confiables con un alto grado de precisién,
cual es el objetivo de este trabajo.

Obtenidos los valores de k en funcién de U, el
siguiente paso es conocer las diferentes amplitudes
usando la forma de Bethe. Para ello debemos cal-
cular los coeficientes [Q, R] a los que hicimos refe-
rencia en la segunda seccién. Estos obedecen cier-
tas relaciones, dictadas por las condiciones de
consistencia entonces aludidas (en el caso que esta-
mos analizando, tanto Q como R pueden ser sélo la
identidad I o la permutacién P del conjunto {1, 2}),
a través de las cuales podemos poner los restantes
en funcién de uno solo, que se determina por nor-
malizacién. Estas relaciones son funciones de losk
y los A que en el caso N, = N = 2, M = 1 hemos de-
terminado para el estado fundamental. También
es de interés calcular la energia y amplitudes para
estados excitados N =3y N = 1, obteniendo la “bre-
chadecorriente” E(N=3)+E(N=1)-2E(N=2).
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Todos los calculos fueron realizados en una PC
AT propiedad del Analista de Sistemas Sr. Carlos
Buntnix, quien ademas nos brindé solicitamente a-
sesoramiento y auxilio en materia computacional.
Los autores deseamos agradecer su invalorable co-
laboracién. Agradecemos también la colaboracién
de los numerosos colegas que nos consiguen usual-
mente articulos en Bs. As., La Plata, Bariloche, etc.
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