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Unateoria consistente no relativista del electromagnetismo se puede obtener imponiendo los re-
quisitos de invariancia Galileana y de escala a partir de las ecuaciones de Maxwell mas las
relaciones constitutivas. Se muestra que existen dos limites, relacionados fundamentalmente con
efectos eléctricos y magnéticos, segiin sean las hip6tesis que se hagan respecto de cuil es la forma
tensorial del campo electromagnético no singular cn el limite Galileano de 1a relatividad especial.
El procedimiento empleado en la obtencién de los limites es itil, ademds, para introducir un
parimetro de pequeiiez en las ecuaciones de Maxwell y determinar, mediante métodos mateméti-
cos rigurosos conocidos, la solucién relativista para la cual la solucidn del sistema Galileano pueda

considerarse una buena aproximacion.

LAS ECUACIONES DEMAXWELL ENEL ES-
PACIO-TIEMPO GALILEANO

Es conocido [1] que las ecuaciones de Maxwell,
sin relaciones constitutivas (rc),

divD=4n6 ; rotH-—l—Q =§£ J
c ot c (1)
divB=0 ; rotE+_la_B=O
¢ ot

para los campos E, D, By H con fuentes 6 y j, se
pueden escribir en el espacio-ticmpo Galileano (ETG),
al igual que en el espacio-tiempo Minkowskiano
(ETM), en la forma:

w = AN . .
Fb’sz,/ s

0wa=0
donde “= (j/c,0); c esuna constante con dimensiones
de velocidad; la ( , ) significa derivada parcial; el
indice a = 1,2,3,4 recorre las tres variables espaciales
xy x*= ct; lamatriz F*contiene los campos H 'y D de
la manera usual y similarmente ¢, a los campos B y
E. Si suponemos que F y ¢ son tensores antisimétri-
cos ¢n ¢l ETG, cuyas componentes cartesianas son
F*y ¢ . y postulamos la invariancia de las ecua-
ciones (2) ante las transformaciones de Galileo,

x'=Cx+ur+d
x"=Ax*+d (3)
'=t+d
(C es una matriz numérica; 4 y d“son constantes), ob-
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tenemos como transformaciones no relativistas, para
los campos y ¢l cuadrivector corriente j “las siguien-
tes:

D' =D ; H'=H+%xD

E'=E- %xB ,  B'=B @)

Jj'=j+uc ; G'=0
F'=F5e(E+%xB) )

Hemos incluidola fuerza de Lorentz por completitud,
la cual resulta invariante ante las transformaciones de
Galileo si u’ = u + u; u cs la velocidad de 1a carga e.
Como matriz C tomamos la identidad por simplicidad.
Los operadores diferenciales deben transformarse de
acuerdo a

d _ 0 . 0 d 0

x  ox  or o Y ox

Un hecho notable, comiin a todas las teorfas de la
fisicaque admitencomo grupode simetriael grupode
Galileo, es que las ecuaciones de Maxwell son inva-
riantes ante un cambio de escala de los campos (no
Unico), valido cn cualquicer referencial inercial, origi-
nado por la transformacion:

x=x ;. f=\

con un correspondientc cambio en las velocidades

u=uf\
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Por ejemplo:

. (6)
J=Jjl\ ;

Elsistema (1) debe ser completado con relaciones
constitutivas. Por ejemplo, el vacio se define por las
relaciones

E=D ; B=H @)
Las ecuaciones de Maxwecll, ahora completas al in-
cluir(7), yladensidad de fucrzade Lorentzen el vacio
resultan:

div D = 4nc ; rotH-l—aB—A‘n
ot .
divH=0 ; rotD+l-a£-0 ®)
¢ ot

f=oD+jxH=f+f

Claramente las relaciones constitutivas (7), y por
consiguicnte Ias eccuaciones (8), no son invariantes
ante las transformaciones (3). Las ecuaciones (8)
rcsultaninvariantes ante el grupo de Poincarg, parael
que las transformaciones de los campos son distintas
a(4). Qucremos estudiar ¢l limite no relativista de las
ecuaciones (8), parael que valenlastransformaciones
(4) de los campos. De este dltimo conjunto de rela-
ciones, notamos que hay dos grupos de transforma-
ciones segtin escribamos las ecuaciones en términos
deDyHoEyB.

LIMITE NO RELATIVISTA ELECTRICO

Las ecuaciones (8) son equivalentes a las ecuaciones
(2), también vdlidas en relatividad especial, y las
relaciones constitutivas (7) expresadas en la forma
invariante Lorentz
Fe=nemb4p_, n= diag(1,1,1,-1) D)
Es conocido [2] que el ETG pucde considerarse
como un limite singular del ETM. En este limite, 1a
métrica my pierde su significado como métrica del
cspacio-ticmpo. Sinentrarcndetalles (verref.2), esto
sc traduce en quc la relacién (7') es también una
relacién con limite singular, pudiecndo pcrmanecer
bien definido F o ¢. Para obtener uno de los limites
no relativistas, supondremos que F estd biendefinido
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en ese limite y por consiguiente 1o estdn los campos
D y H. Mantenemos entonces las ecuaciones inva-
riantes relativistas enla misma forma(8),conD y H,

'y realizamos un cambio de escala de dichos campos

[sugerido por (6)] de acuerdo a :

D>D;0c>0,x>x,t>tfe

d

H>eH;;j>¢ ; u->¢€u ; aa:‘”ar

para obtener las ecuaciones, ahora dependientes de
€ = 1/A, enla forma

rot H - 10D_4n;

div D = 4nc 3

v c or cJ

divH =0 . rotp+E9H_ ©)
c ot

2
f=cD+%ij

El sistema de ecuaciones (9) puede considerarse
como una familia de ecuaciones parametrizadas con
€, la cual contiene las ecuaciones relativistas para
€=1yloquellamaremosellimite eléctricoe =0. Este
dltimo limite es, por construccién, invariante de
escala y, ademds, como se verifica facilmente, inva-
riante Galileanosi paralos campos Dy H y las fucntes
o yj usamos las transformaciones no relativistas (4).
La familia (9) ‘‘interpreta’’ el limite Galileano delas
ecuaciones de Maxwell en ¢l vacio, para situaciones
enlas que cargaseléctricas aisladas se mueven abajas
velocidades. Para construir una solucion del sistema
(9) con € = 0 debemos resolver ecuaciones de tipo
elipticopara D y H; porlo tanto no hay fen6menos de
propagacion ondulatoria. Como expresion para la
densidad de fuerza debcmos usar f,.

LIMITE NO RELATIVISTA MAGNETICO

Suponemos ahora quc el tensor que permanece bien
definido en el limite ETM -> ETG es ¢. Consecucn-
temente, tenemos que usar la forma covariante de la
cuadridensidad de corriente j , parala cual la transfor-
macion de sus componentes ante el grupo de Galileo
es[1]:

J'=J
ol o
C = C J

Escribimos las ecuaciones (2) y (7) en térmmos de E
y B (es decir de ¢). Luego
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divE =4no ; rotB-—l—aﬁ:i’Ej
cdt ¢
divB =0 . roE+E9B - )
c dt
f=0E+% x B

Realizamos ahora un cambio de escala de las coorde-
nadas, los campos E y B y 1as fuentes 6 y , vilidoen
todo referencial inercial, de acuerdo a las ccuaciones
de transformacién (4) para los campos y (10) paralas
fuentes, en la forma:

E—>¢E ; 0>€0 ; x>x; t->t/e

. d d
B->B,;,j>j,u>etu ;= >¢ =
I=J ot ot
paraobtencr la familia de ecuaciones, dependiente de

€.

divE =4n0c lOfB-——aT=—c—j
1 9B (12
divB=0 ; rotE +— —=—=0
¢ ot
f= 820E+%xB

Nuevamente, para € = 1, tenemos las ecuaciones re-
lativistas y para € = O lo que llamaremos el limite
magnético. El limite magnético es invariante de
escala y Galileano. Como expresion para fdebemos
usar f, . La familia (12) ““interpreta’’ cl limite Gali-
leano de las ecuaciones de Maxwell en el vacio, para
situaciones enlas cuales tenemos circuitos neutros en
reposo relativo entre si 0 moviéndose a bajas velocidades
(motores eléctricos). De 1a misma manera que en el
Iimite eléctrico, no tenemos fenémenos de propaga-
cion ondulatoria.

CAMPO EM. ACOPLADO CON UN FLUIDQ
IDEAL AUTOGRAVITANTE CARGADO NO
RELATIVISTA.

Para definir l1a libertad en el cambio de escala de los
campos debemos considerar €l campo ¢.m. intcrac-
tuando con otro sistema, por ejemplo un fluido ideal
cargado autogravitante. Las ecuaciones que definen
la dindmica del fluido son

%(pv") + (pv'vf+p8'f)j =f;i=1,23.
donde ahora f = f+f +f;; fg = -pgradd; ¢ es el
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potencial Newtoniano ¢l cual satisface la ecuacion
V2 = 4nGp; p es la densidad de masa y se cumple la
ecuacion de continuidad parala misma. La presién p
esté relacionada con p por medio de una ecuacién de
estado. Vemos que estas ecuaciones son invariantes
ante un cambio de escala

x=x;t=tle;v=¢ev;p=¢'p
p=€p;¢=€0;f=¢f

Luegodebe serf +f =&¥(f+f,). Enellimite eléctrico
tenemos

f-;n=£4~fe ; }‘m=€6'fm

Luegopodemostomar D= g*‘cD y por consiguiente,
obtener los cambios de escala & = €20, D =¢D,
H=¢*H y j=¢%. Similarmente, cn el Iimite magnético
dcbemos tener

f=€F, 5 [=¢€YF,

de acuerdo alo cual obtenemqs los cambios de escala
6=¢0,E=¢E,B=¢Byj=¢Y.

Estas relaciones de cambios de escala permiten
construir, a partir de fuentes adecuadamente elegidas
en potenciales dc € soluciones relativistas *‘alrede-
dor’’ de soluciones no relativistas[3]. Es importante
notar que las ecuaciones no relativistas no admiten
propagacién. Las soluciones relativistas serian *‘co-
rrecciones’’ ondulatorias superpuestas aunasolucién
no relativista. Es posible estimar, rigurosamente [3],
el tiempo durante ¢l cual 1a solucién no relativista es
una ‘*buena’’ aproximacion a la solucién complcta.

LOS LIMITES NO RELATIVISTAS
EN TERMINOS DE LOS POTENCIALES

Limite eléctrico

En el limite eléctrico, de acuerdo a (9) para € = 0,
podemos tomar:

H=rotA ; D=-grad ¢
Las relaciones de transformacion (4) para los campos

H y D sugieren tomar como cuadrivector al conjunto
A’= (A,0), el cudl se transforma como
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A=A +l£(p
¢ (13)
=9

Por otro lado, estas relaciones de transformacién
estdn también de acuerdo con ¢l cambio de escala (6)
para D y H si ponemos
A=€A ; 9=¢ (14)
Particndo de las ecuacioncs usuales de Maxwell, en
términos dc A y ¢, realizamos cl cambio de escala
A> €A, Q0> Q, x>X,1->t/g,0->0,j-> ¢,
d/dt -> €d/dr y obtcnemos
e 94 4n 1 9¢
4 & . am ) 1 .
VA 2O - J+grad - at+d1vA)
ViprE 9 (diva) = -4no
c* ot

Enlamedidade Lorentz sc desacoplanlas ccuaciones
y se obtiencn ecuaciones de onda con velocidad c/e.

Limite magnético

Las ecuaciones (12) para cllimitc magnético (€=0) se
resuelven de acuerdo a:
1 04
B=rotA ,E=-grad ¢ - - =—
8rad Q- = o
En este caso, razonamicntos andlogos a los dellimite
eléctrico (las relaciones dc transformacién de los
campos ante el grupo de Galileo, o el comporta-
micnto de los mismos antc un cambio de escala),
sugieren tomar como cuadrivector al conjunto
A, = (A-9), ¢l cual se transforma como

A'=A
i A 15
I =1+

l.uego, ante un cambio de escala, es consistentc tomar

A=A ; p=¢€¢ (16)
Como hicimos anteriormente, partimos de las ecua-
ciones de Maxwell para A y @ y realizamos ¢l cambio
deescalaA—> A, j— &, x > x, t—> t/g, 6 > €0,
Jj—>Jj, ¢ =£€Q, d/dr—> €d/dr y obtenemos
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2y, EOCA_ AT 299, 4
VA GO - cj+grad(c at+dWA)

2 .l. __a_ 3 -
Vip + - (divA) = -4ntc

Enla medida de Lorentz (divA + —‘f a—‘f: 0), queenel
limite € -> O se transforma en 1a medida de Coulomb
(divA =0),1as ecuaciones se desacoplan y obtenemos
ecuaciones de onda para A y ¢ con velocidad c/e. En
1a forma cuadridimensional de las ecuaciones, usando
la libertad de medida, podemos escribir:

€ J*A° 4r .
24a. = - . _ ' ja { 1
VA = 98 ) Limite eléctrico
2 2
via. B OFA_ AN oite Magnéi

T @ 9 e

Vemos que ambos limites se obtienen de la misma
familia de ccuacioncs. La diferencia entre ambos estd
enlaley de transformacion Galileana que adoptemos
para j y 6 y, por consiguicntc, para A y ¢. Esto
conduce a distintos escalamientos para las fucntes y,
de alli, a familias dc soluciones con distintos limites
Galileanos. Ambos lfmites ticnen rcalidad fisica.

COMENTARIOS FINALES

Si bien el estudio de los distintos 1imites Galileanos
de las ecuaciones relativista del clectromanetismo en
el vacio, ya tratado antcriormente con otro enfoque
[4], tiene intcrés cn s mismo, el motivoiltimo de este
estudio es analizar, de manera andloga, ¢l limite
Newtoniano del campo gravitatorio relativista de un
sistemamaterial. Actualmente estamos trabajandoen
esc tema.
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