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En la Ref. 1 presentamos un formalismo para estudiar ¢l problema de solubilidad parcial en
mecdnica cudntica basado en una ecuacién de Ricatti modificada. Por la estructura de dicha
ecuacion, el método es particularmente apropiado para el andlisis de potenciales tipo serie de
Laurent finita. En este trabajo, por mcdio de mapeos adccuadamente definidos ampliamos el rango
de aplicabilidad del método. En particular, como un e¢jemplo del uso de estos mapeos, identificamos
nuevas familias de potenciales de Morse y Poschl-Teller. Discutimos en detalle caracteristicas de

los mismos asi como de las soluciones obtenidas.

1 - INTRODUCCION

En un trabajo anterior [1] presentamos un forma-
lismo para estudiar la solubilidad parcial en mecénica
cuéntica. Este se basa en una ecuacién de Ricatti
modificada parala componente regulardeladerivada
logaritmica de la funcion de onda, g(x):

gX) +g' () +2F (xnj=V(x)-E_ (1.1

donde V(x) es el potencial, £ el autovalor correspon-
diente, y

F (o) =Zl %\})_ (1.2)
1= )

Los puntos x = x;s0n los ceros de la funcién de onda
cnR.

En Ref.[2] desarrollamos el método en relacion
con potenciales tipo serie finita de Laurent, donde
aparecian tanto sistemas parcialmente solubles como
cuasi-exactamente solubles. Dentro de esta perspec-
tiva propusimos una generalizacién del método ba-
sada cn una transformacion de coordenadas adecuada,
X => u, y analizamos en detalle la transformacién
1 = x* cuando V(x)=W(u) es una scrie finita en u.

Pero esto no agota las posibilidades dcl método.
Por ¢l contrario, es muy apropiado para analizar
clascs de potenciales mucho més generales. Explo-
tando difcrentcs mapcos, s¢ revela como un instru-
mento poderoso para generar nuevas familias de po-

* Investigador CONICET
** Becario CONICET

18 - ANALES AFA Vol. 2

tenciales parcialmente solubles, como mostramos en
cste trabajo. En particular podemos generar diferen-
tes familias asociadas a los potenciales exactamente
solubles ya conocidos, en forma similar a 1a presen-
tada en Ref.[2], donde considecramos u# = x* y ob-
tuvimos una familia que contiene al oscilador arm6-
nico como miembro exactamente soluble y al oscila-
dor séxtico simétrico como el potencial cuasi-exac-
tamente soluble.

Aqui desarrollamos tal aplicacion construyendo
una familia que contiene una gran varicdad de poten-
ciales tipo pozo simple y doble pozo cuasi-exac-
tamente solubles, tanto simétricos como asimétricos,
y en particular un potencial exactamente soluble: el
oscilador de Morse. Esta familia nos da una herra-
mienta analitica muy flexible para modelar sistemas
fisicos (tal como sistemas moleculares), o para probar
métodos aproximados.

El mismo esquema que aplicamos aqui puede
facilmente implementarse para construir otros con-
juntos de potenciales. Como un ejemplo, considera-
mos sucintamente otra familia sugestiva que se so-
lapaparcialmentc conla antcrior y que contiene como
micmbro exactamente soluble el potencial de Poschl-
Teller en lugar dcl oscilador Morse.

2 - EL FORMALISMO EXTENDIDO
A continuacién presentamos una revision breve
del método. Dada una transformacién u(x) tenemos
para la funcién de onda:
V) =yw)=C ) y W) (2.1)
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Los indices m, | estdn relacionados con el niimero de
ceros de 1a funcion de onda cn el interior del dominio
ffsico en el plano complejo x y u respectivamente. El
factor y (1) no tiene ceros en dicho dominio, excepto
en su frontera, mientras que C“(u) contienc la estruc-
tura nodal de la funcién de onda.

Es conveniente recalcar que estamos buscando
autofunciones con forma cerrada. Como se discutié
en Ref. [2], el ansatz m4s simple no-trivial para cl
factor C, (1) es un polinomio de grado vy en u:

C(u) C(uv) 20 W=

=0

H(u u) (2.2)

En igual forma G(x) debe tener una primitiva expre-
sable en forma cerrada. Su dependencia funcional en
u cstd determinada por la forma del potencial.

La funcionde onda y(u) satisface la **ecuacién de
Schrodinger’’:

[a(u) +[3(u)—~+E W) wyw) =0 (2.3)
donde
2
2
aw= (@)iBw=E e

Descomponiendo la derivada logaritmica de y(u)
cn sus componentes regular y singular en ¢l dominio
fisico:

1
Uu-u.
j

M<

—d—- Iny=G (u V)= G(u) (2.5)

—.
1]
—

obtcnemos que G(u) satisface la siguicnte ccuacién
dec Ricatti modificada:

a()(G*u) + G'()) + P(u) G(u) + 2 <Dp(u;v,{uj}) =
= W) - E, (2.6)

donde las primas denotan derivadas con respecto a u,
y (Dp(u;v, {uj b es

@ (uv.{u}) = Z[d” Gu)-T,)+
1 dzu
+5 g ) @) @7
Coan_I- 1 gm (u, u)‘ j=12,...v; T F =0
y D, (u;0)=0

Una propicdad muy directa dec los cocficicntes I‘Vj,

19 - ANALES AFA Vol. 2

util mds adelante es:

2T, =0 (2.8)
=1 Y
Dado que W(u), o(u) y B(u) son regulares cn cl
dominio fisico, cl lado izquierdo de 1a Ec. (2.7) debe
scr también regular en este dominio. Por 1o tanto

tenemos: B
[G(u) + Q_a]u--ﬂj = I“Vj .

j=1...v 2.9
Este conjuntode ecuaciones relacionalos ceros de
la funcién de onda con G(u). La identificacién de
solubilidad parcial, cuasi-cxacta o exacta se deriva
del andlisis de d)p(u; v,{uj}). En relacién con esto es
importante notar que el sistema de Ecs. (2.9) puede
tcner mds de un conjunto solucién {uj} para un v
dado, y asi podemos tcner mds de una funcién de
onda con v ceros y i (£v) nodos. Supongamos que
existe mds de un conjunto solucién. En principio
cada conjunto {uj} dard lugar a una <Dp(u;v{uj})
diferente y asi ¢l lado derechode la Ec.(2.6) cambiard
en correspondencia. Para un valor dado de v hay dos
posibilidades:
a) Silos <I>“(u;v{uj }) correspondientes a distintas so-
luciones {u} dificren en su dependencia en u, las
funciones de onda rcsultantes corresponden a poten-
ciales diferenics (potenciales parcialmente solublcs).
b) Otra posibilidad mucho mds interesante es que 1los
(Du correspondientes a distintas soluciones {uj} difie-
ran entre si por una constante aditiva. En este caso las
diferentes funciones de onda corrcsponden a auto-
estados de un mismo hamiltoniano, con diferentcs
energias. Las soluciones difieren cn ¢l nimero p de
nodos. Tenemos entonces un potcncml cuasi-exac-
tamente soluble.

Existe una altcrnativa para dcterminar comple-
tamente la solucién que puede ser mas convenicnte
desde el punto de vista computacional, como vere-
mos cn las aplicacioncs siguientes.Consiste en en-
contrar los cocficientes ¢;de Cu(u;v) reeplazando la
factorizacién (2.1) en la ecuacién de Schridinger
(2.3) Haciendo csto y factorizando ¥ tencmos

aC"+[20G+BIC’ + [(G*+GY+ PG +E-W] C=0

(2.10)
Las ecuaciones (2.6), (2.9) y (2.10) nos dan las fun-
ciones de onda y sus autoenergias correspondientes.
3 - EL MAPEO EXPONENCIAL

Aqui analizaremos una familia muy intcresante de
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potenciales cuasi-exactamente solubles que incluye
como caso especial al oscilador de Morse. Estd dada
por la siguiente expresion:

2M+2

Vi) = X

k=-2L+2

we L,M20 (3.1

con las constantes de acoplamoiento w, tales que el -

potencial sea confinante. Para desarrollar nuestro
andlisis es conveniente introducir la transformacion
u(x) = e* (3.2)

tal que el potencial se pueda escribir como una
funcién racional de u(x), es decir

2M+2

V) =Ww= 2, w ik

k=-2L+2

3.3)

De acuerdo con la Ec.(2.3), en términos de la
nueva variable la ecuacién de Schrédinger para

y(u) = () es:

2Ly 0 Sy £ ww] yw =0

dur  du (3.49)

Consideremos para la m-ésima autofuncién la fac-
torizacibndadacnlaEc. (2.1). Eneste casolafrontera
del dominio fisico estd dada por Re(u) = 0, .

De la Ec. (2.6) la ecuacién de Ricatti modificada
que debe satisfacer la derivada logaritmica G(u) es:

W (G -G +uG+2® (v u)=W-E (35)

El factor C _(u;v) satisface 1a Ec.(2.11), que ahora
es:

wC"+2u [G +—71;] C'+ [u? (G*+G") +

+uG+E-W]C=0 (3.6)

Dadoque W(u)y C _(u;V) son racionales en u, para

m -
tener soluciones cerradas asumiremos que G(u) es
también racional en «. Por lo tanto tenemos:

M
Gy = 2. au (3.7)
k=-L

M
- a
W) = (u) = exp { Z ) (38
De acuerdo alasEcs. (2.7) 1a funcion @_(u;v,{ u Des

ahora:
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@S G(u) + 1/2u - T

) =D, (w;v.{u}) = T (39)

j=1

Tomando en cuenta a las Ecs. (3.3),(3.5) y (3.7)
tenemos que <I>m(u;v,{uj}) tiene una forma racional

M-1
@ (v {uh)=uwt X f"u

(3.10)
k=-L-1
donde los coeficientes estdn dados por
M-1
2 a0, 0<k<M-1
skl
o= M1 ) (3.11)
g,l @+>38,)0,,, -@L+)<k<-I
y hemos introducido
o= X (. (3.12)

=1

Reemplazando las Ecs. (3.3),(3.7) y (3.10) en 1a
Ec. (3.5) se obtienen las relaciones siguientes entre
los cocficientes a, de G(u) y w, del potencial

f Ll
j=,<§'1)a" ak»Z-j-akl La-L-l
k+L-1

v
j;agl)aj ak-z-j'k At 2
k M-1

v
. RZM" laj ak-z-j'k a.,+ 2fk-z
i=k-M-

M-1

v
{ z aj ak-z-j'zf M-1 6k,(M+l)

jok-M-1

-2L<k<-L

-L+1<ksM-L

M-L+1<sksM

M+1<k<2M
(3.13)

parak # 0. Larelacion correspondiente ak = 0 nos da
1a energia:
k-1
E =- (J}_Z“aj a,+f*,} k=min(LM) (3.14)
Para terminar completamente los coeficientes a, y
la energia E podemos encontrar los ceros u, de la
funcion de ondaresolviendo el sistema de ecuaciones

(2.9). Sin embargo, como se sefial6 en la Seccién 2,

generalmente es més conveniente usar la Ec.(3.6)
para determinar directamente los coeficientes de Cm(u;v)
y la energfa correspondicnte. Esto se mostraré en los
cjemplos siguicntes.

A.- El potencial de Morse.

El miembro mejor conocido de esta familia es el
potencial de Morse (M=1, L=0). Est4 dado por
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2
W) =2, w s =wotw u+wu?
k=0

(3.15)

con w,> 0 y w < 0 para garantizar la existencia de
estados ligados. Con una eleccion apropiada del
origen siempre podemos hacer w,=s?, w =-2s y
wy= 0. Al evaluar la funcion ®_(u;v) resulta:
® (u;v)=va,u (3.18)
que s6lo depende de v, pero no de 1a posicién de los
nodos. Para los coeficientes de W(u) obtenemos:
a,=-S a,=s-v-1/2 (3.19)
y no s¢ genera ninguna relacién de vinculo entre los
coeficicntes de W(u) (éste cs el inico miembro dc 1a
familia donde sucedc ¢sto), 1o cual implica que ticne
solucion cerrada para todo valor de v, es decir, reco-
bramos el bien conocido resultado de que es un
potencial exactamente soluble.
DclaEc.(3.6) obienemoslaecuacion de Kummer:;

2 2

cre2 (B2 gy - Bhc=0 (3.20)
cuyas soluciones regulares pueden expresarse en
términos de polinomios de Lagucrre L >**!(2su). En
resumen, de las Ecs. (2.1) y (3.14) tcnemos:

W (X) ~ L 227} (2s ¢*) exp(-s €* - (s-v-1/2) x)
E, =-(s-v-1/2)* v=0,1,.,[s-1/2]. (3.21)
B.- Un ejemplo interesante: M=L=1
El otro ejemplo que desarrollaremos aqui co-

rrespondc a M=1, L=1:

2
WGy =2, wi=w_ uwr+w w+wo+w ut wu?
k=-2 ¢

(3.22)
con w, y w_, positivos definidos.
Dec las Ecs.(3.7) y (3.22) tenemos
Gu) = a,u*+a,u'+a, (3.23)

con a,> 0 para tencr funciones de onda norma-
lizables. En este caso resulta

L)) (u‘,v,{uj}) =va,u-a,c  (3-24)

A partir dc 1a EC. (3.13) obtenemos las expre-
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siones para los coeficientes a, :
a-z - (W-2)1/2

a,=-(w)'? (3.25)

a,=12[1+w, w )y"]
y la relacion de vinculo para los w,
2v+) =[ w, W, )" +w, (w_ )] (3.26)

Aqui estamos en presencia de un vinculo que
depende de v, pero no de 1a solucién particular {uj }.
Por lo tanto existe méds de una solucién para las
Ecs.(2.9): es un potencial cuasi-exactamenbte
soluble.

Resta determinar C_(u;V). Siguiendo la discusion
de Ref.[2](Apéndice B)delaEc. (3.6) obtenemos una
relaciénde recurrenciaparalosc, ™. Sielegimos ¢ =1
y definimos ¢}, =c "= 0, podemos reducirla al si-

v+l

guiente problema de autovalores:

Mcm=-om ¢ (3.28)

donde 1a matriz M tiene las componentes no-nulas:

1
M, =1( 5+ a,)la,

M, =0+1) 1=0,1,...,v

M, ,=0-v-1aya, (3.29)
Los cocficientes ¢,"son las componentes del autovector
¢™y o7 es el correspondiente autovalor. Pcro esta
matriz tiene una estructura tridiagonal con ambas
diagonales secundarias definidas positivas; esto es
suficiente para garantizar que sus (v+1) autovalores
son reales y por lo tanto tenemos v soluciones
indcpendientes{c,}. En otras palabras, dado un
potencial de la forma (3.22) que satisface la Ec.
(3.26), Ie corresponden v+1 estados inferiores expre-
sables en formacerrada. En particular,laexpresiénde
la encrgia para estos estados es:

E_=-{1/4[1+w_ (w )] -
-2 w ) [w) 2+ M} + w, (3.33)

LA PLATA 1990- 21



4 - MAPEO HIPERBOLICO

Eligiendo el origen de coordenadas tal que el
potencial resulte asint6ticamente simétrico:

@é4.1

w,= M’z

e introduciendo los pardmetros 1 y A definidos como
sigue:

- - mn2
w,=w, =1

w, = -1 (V+1+4) 4.2)
w,=-1 (v+1-A)
el potencial toma la forma
W) =21 m cosh 2x -
- (v+1) coshx + Asinhx] +w, 4.3)

donde A es un pardmetro de asimetria del potcncial.
Para A = 0 tencmos cl potencial simétrico
W(u) =21 [ n cosh 2x - 4 cosh x] “4.4)
La expresion para el potencial simétrico con M=L=1
sugiere otro posible mapeo para este subconjunto de
la familia anterior. En lugar de la transformacion
(3.2) podcmos usar:
v = cosh x 4.5)

En términos de ¢sta nueva variable cl potencial toma
la forma:

V(x;v) = W(v;v) =4 m22- 21 (v+1) v+ w, - 212 (4.6)

que pucde scr interpretado como una expansion cn
(v-1) y (v+1):

Wiv) = 4 2 (v-D)(v+1) - 1 (v D[(-1) +

+ (v D)] 4w, + 212 @.7

Tomando en consideracion esta udltima perspec-
tiva encontramos otra familia de potenciales cuasi-
exactamente solubles, que se solapa conlaantcrioren
los potenciales de 1a forma (3.39), pero que conticne
como miembro exactamente soluble al potencial de
Poschl-Teller. El ansatz para la parte regular dc la
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derivada logaritmica dentro de este nuevo contexto
es: b
- . a
Gm=112] Fry ;1—] -2 (4.8)
A partir de esta expresion puede deducirse la estruc-
tura del potencial, que rcsulta ser:

W(v) =0(f2-1) :Tll . b(li-l) \‘+_11 AR -
-2M v (a+b+142n) + 20 (a-b) +
+(a+b+2ab)/4 -2 A+E, (4.9)
con . , 1
2= E ( v+l V1 + VI ) (4.10)

En términos de la variable original x el potencial
toma la forma:

a(a-1

V(x) = n

)thz( —;f—) +b-(—%'1—) cthz(%) + 2n2cosh 2x-

- 2n (a+b+1+2n) coshx + w, “4.11)

y la expresion para las autoenergfas es:
E_ =w,-2A - (a+b+2ab)/4 + 2M (N-a+b) (4.12)

Es f4cil ver quc para a=0, 1 y b=0,1 se reduce al
potencial simétrico ya presentado. Comparando la
Ec.(4.9) con la Ec.(4.6) podemos relacionar el ndmero
n de ceros en el dominio v con el nimero de ccros v
en el dominio x:

v = 2n+a+b 4.13)
Por lo tanto 1a Ec.(4.9) con a=b=0 0 a=b=1 se trans-
formaenlaEc.(4.6) conv par, y cona=0, b=10a=1,
b=0 correspondc a dicha ccuaci6n con v impar. Por
otro lado, para n=0 da lugar al potencial de Poschl -
Teller.
Un andlisis detallado, siguiendo los lineamientos es-
bozados cn la seccién anterior, se desarrolia cn Ref]3].
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