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Realizamos para el modelo de Hubbard unidimensional (una banda, repulsion en el sitio solamente)
en los casos de banda semi- y cuarto- llena, un estudio detallado de las frecuencias con que cada
estado en representacién de sitio aparece en el “‘estado fundamental’’ pararedes de hasta 8 sitios (que
obtenemos con el ‘‘método de poblaciones’’, versién del Monte Carlo proyector), tanto a través de
las distribuciones de impulsos y funciones de correlacién de espines como (para las redes mds
pequeiias) por comparacién directa con el cuadrado del médulo de las amplitudes correspondientes
calculadas explicitamente a partir del ansatz de Bethe, luego de encontrar numéricamente los
autovalores k y A. Se estudia la tendencia al limite termodindmico a través de las *‘densidades de es-

tados’’ para redes finitas.

INTRODUCCION

Este trabajo es para nosotros la continuacion del
iniciado el afio pasado {1]; sin embargo, durante cl
dltimo afio hemos visto renacer a nivel mundial [2-6]
el interés por cl andlisis del modelo de Hubbard
unidimensional y precisamente en el caso de redes
finitas que habfa motivado independientemente nucstra
curiosidad. También durante este afio se instal6 en
nuestra universidad una microVax II con la que
hemos realizado todos los célculos de este trabajo.
Por una partg, logramos realizar los cdlculos esbozados
en [1] para redes de hasta 100 sitios, logrando histo-
gramas de la distribucion de autovaloresk y A que se
comparan muy bien conlas densidades de estados del
limite termodindmico (los resultados son presenta-
dos en la Seccién 1). Por la otra, implementamos
programas de simulacion basados en ¢l método de
poblaciones (una version del Monte Carlo proyector)
[8-9] con los que obtuvimos para redes de hasta 10
sitios valores bastante precisos de la encrgia del
estado fundamental como funcién de 1a repulsion U
en el sitio, y que se comparan muy bien con los
exactos. Pero sin duda nuestra motivacion fue desde
el principio lograr por el método de Monte Carlo
buenas estimaciones de 1a funcién de onda del estado
fundamental (es por eso que nos abocamos el afio
pasado al andlisis del ansatz de Bethe): tras los
resultados obtenidos (que sc muestran en la Seccion
2) nos asiste la satisfaccion de haber logrado nuestro
objetivo para redes no extremadamente pcquenas.

Antes de pasar a los rcsultados, repasemos breve-
mente las nociones bdsicas expuestas en [1]: el modelo
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de Hubbard unidimensional (una banda, repulsién en
cl sitio solamente) estd definido por el siguiente
hamiltoniano en segunda cuantizacion: H=-t
z.(@C  C+C C,  )+UZn,n, ,quesupone Ne-
(LR £ S js itls AT

lectrones (M de ellos con espx’nl.) enun anillode N,
sitios, en aproximacion de ligadura fuerte. Es éste el
modelo mds tradicional de magnetismo itinerante y
aunque su solucién formal se conoce desde hace
mucho tiempo [7] el interés se ha centrado siempre en
cl Iimite termodindmico, expresidndose en el caso
N/N_ = 1, M/N = 1/2 en términos de las siguientes
densidades de estados:

6(M)=1/21 | cos(@A)Jo(w)dw/cosh(1/4wU)
0

p(k)=1/2n+1/n cosk f cos(wsink)Jo(w)dw/[1+
0
+ exp(1/2wU)]

donde J_ecs una funcién Bessel; se encontrd asi una
transicién de Mott como funcién de repulsién U.
Dado que nucstro objetivo no es deducir propiedades
fisicas sino probar métodos de Monte Carlo cuya
limitacién principal c¢s siempre ¢l tamafio de la red,
necesitamos resolver las ecuaciones de Lieby Wuen
su forma original, discreta. Estas son:

M
Fi=Nski-29[2(senki—AB)]-21tIi= 0, i=1,...,.N
B=t

con
-n<O(p)=-2arctg(2p/U)<n
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M N
G =X O(Aa-Aﬂ) -X 9[2(Aa-scnkj)]-21tJu=O, o=1....M

B=1 j=t
dondc {L}y {J,} sonconjuntos de numcros cudnticos
qucidentifican al estado, que es tal que en cadarcgion
definida por lS.rle. .SxQNSN , la amplitud correspon-
diente a cspincs hacia abajo en los sitios x,,...x,, y
hacia arriba cn los x,,, ,...x (antisimctrizada en las

primeras M y cn las dltimas N-M variables) es de 1a
forma

108 Xy g =2 QR 2K )

(conjctura dec Bethe); aqui Q y R son permutacioncs
del conjunto (1,..,N) y [Q, R] son cocficientes.

Estas ccuaciones y los nlimceros lj, J, resultan de
cxigir a la solucion cicrtas condicioncs de consisten-
cia (que vicnen de la condicion de contomo periddica
y del cardcter fermionico de las particulas intcrac-
tuantes, y sc traducen cn relacioncs entre los cocti-
cientes [Q,R]); los A ticnen la interpretacion de cs-
tados con cspin definido (por cjemplo, hacia abajo).
como es ficil comprobaren cl limitc termodindmico.
Sc ha probado [7] quc para cl cstado fundamental los
numeros lj van desde (1-N)/2 hasta (N-1)/2 y los J
desde (1-M)/2 hasta (M-1)/2 (y serdn entcros o semicn-
tcros dependicndo de si N 0 M son impares o pares):
¢n este caso,

ijj = (Zj IJ.+Zm J)/Ns =0.
Elmétodoutilizado paralaresolucion de este sistcma
de ccuaciones trascendentes es ¢l dc Newton-Ra-
phson, con resolucién en cada iteracién y por el

m¢étodo dc eliminacion de Gauss con pivotco total del
sistcma lineal:

|matriz Jacobiana)] . [variacién del vector de solu-
ciones] = - [{uncién cvaluada en la solucién].

Los elcmentos de la matriz Jacobiana son:

M
E)Fi/E)Kj = {N_+X8Ucosk /[U*+1 6(senk-Ag)’1}8,;
B=1

OF /oA =-8U/[U+16(scnk -Ay)’);
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oG ojaka-SUcoskJ/[ UZ+1 6(scnkj-Au)2]:
3G JL,=(3. 8U/IUM16(scnk-A |- 3 4U/ U™+
j=1 =1

+ 4(Am-Ay)2 |} +4U/[U2+4(A‘,-A”)Z]( I —50_”).

ol

1. Resolucién numérica de las ecuaciones de Lieh
y Wu y cilculo de las ‘‘densidades de estados”’:
Como dato ilustrativo sobrc 1a primera incluimos
gréficos dc la variacion de los autovalores k y A para
0<U<20 en cl caso N =N=2M=10 (Figs.1 y 2).
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Fig. 1: k como funcién de U para 10 sitios. Resul-
tados exactos obtenidos de Ias ecuaciones de Lieb
y Wu.
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Fig. 2: Lambda como funcién de U para 10 sitios.
Resultados exactos obtenidos de las ecuaciones de
Lieb y Wu.

LA PLATA 1990 - 46



0.30 T a2 2 4 T T T Y T Y

-4
L
1111
-
—
|
"
—y 4
—a |
> |
-

°
3

,qk)_
L
I

Sigma(lombdo)

o ®
8 S
lllLLlllllllllJllllll
~
—=
lllllllllllllllllllllllllll

0.0

.4
-
=
1
ey
L]
-
-
-

' -40
&/pi Lombdo

1

.
\

B
o
w
™

4 U=8 <

>

-

~—
-

0.t — VCNV -

© 6K

Siqma(lambdn)v

illllJlllll‘Illllllllil]l‘ijl

-4

o0 ¥ [ 1 1 T
) ) 3 190

k/ei Lombdo

(b) (b)

!
L]
]
»
o
19
=
t
o
)
o

02

§
-
et
=
-—
-4
—
e
-~
e
v
-4
—
-
P

e
-

JllllllllLllllllJllellllllll

T U=20
ﬂEﬁn:rP ~F L-h~~

G(k) -
Sigmo({lombda)
1
1

9o
-
°

8

ljlllljlll)llllllllllllllllll

o
-

A
1
o
i
»
9.
o
L)

k/pi

(©) (c)

Fig. 3a) b) y ¢): Densidad de estados para U=4,6 Fig. 4 a)b) c) Densidad de estados para U=4,6 y 8.
y 8. Resultados discretos: histograma. Limite ter- Resultados discretos: histograma. Limite termo-
modinimico: linea llena. Banda semillena. dindmico. Banda semillena.
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Realizamos histogramas (Figs.3 y 4) de estos au-
tovalores acumulando los datos obtenidos para redes
con 90<N <100, 1as que comparamos con las expre-
siones analiticas dc las densidades de estados en
banda semillena por Lieb y Wu [7], que ya'hemos
escrito.

2. Cilculo de Monte Carlo de energias y ampli-
tudes del estado fundamental como funcion de U.

Primeramente daremos una breve descripcién del
método: 1) Dado cualquier estado de un sistema de
muchos fermiones enla red (descripto por el conjunto
de ndmeros de ocupacién de sus diferentes variables
desitio y spin) implementamos de manera estocéstica
la accion de un operador de ‘‘evolucién temporal’’
(tiempo Euclideo) cuyo efecto para un *‘intervalo
temporal”’ B suficientemente grande es proyectar el
estadoinicial sobre el autoestado de energiamasbaja.
La mancra cn que simulamos esa evolucién consiste
en subdividir el intervalo [O-B] en L ‘‘rodajas tem-
porales’’ dc espesor A{ tan pequefio como para
aproximar exp(-Al.H) = exp(-AC.H ).exp(-AC.H,),
siendo H, y H, sumas de términos mutuamente
conmutantes. Para cada uno de cstos términos (corre-
spondientes a pequefios blogues) podemos calcular
exactamente todos los elementos. de matriz del
“*operador de cvolucién’’ asociado y asignar proba-
bilidades de transicién para simular la evolucién
completa. 2) Elmétodo estoc4stico se basa enla posi-
bilidad de descomponer (bastante arbitrariamente)
cualquier elemento de matriz cudntico como el pro-
ducto de una probabilidad por un nimero que llamare-

mos ‘‘puntaje’’. Puede probarse que la distribucion .

de probabilidad que da el minimo error estadistico es
la que asigna el mismo puntaje a todos los elementos
de la matriz: esta observacion cs la base del llamado
*‘método de poblaciones’’. En éste partimos dec una
dada poblacion de estados que evolucionan individu-
almente de acuerdo con probabilidades de transicién
dadas. La poblacion en la siguiente ‘‘rodaja tempo-
ral’” serd modificada como resultado de convertir a
probabilidad (md4s propiamente, a frecuencia) el
cociente entre el correspondiente puntaje y uno prome-
dio. :

Como ilustracion sobre la precision y exactitud de
nuestros resultados de Monte Carlo comparamos la
encrgia del estado fundamental porsitio (Fig.5) como
funcién de U para N =10 con la que surge de cvaluar
paralos k y A de la Fig.1 1a expresi6n:
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N
-(2/N)X. cos k..

j=t
Para evaluar la bondad de la aproximacion obtenida
a la funci6én de onda del estado fundamental hemos
calculadola distribucién en impulsos y 1a funcién de
correlacion de espines paraN_=2,4,6,8 enel caso de
banda semillena y para N =4y 8 en cl cuarto llena

-(Figs.6 y 7). Incluimos con propdésitos de compara-

cion estimaciones de dichas magnitudes extraidas de
las referencias [2-6]. El tiempo de CPU médximo
utilizado (8 sitios, banda semillena, ~500Q estados,
poblacion inicial = 2000 config.) fue de aproximada-
mente 3 horas. :
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Fig. 5: Energia por sitio como F(U) para 10 sitios.
Resultado exacto obtenido por el método de Lieb
y Wu (linea llena) comparada con nuestros resul-
tados de QMC (circulos cruzados).
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Fig. 6: Distribucién de momentos. Triangulo lleno,
circulo abierto, estrella, tridngulo abierto: 2,4, 6
y 8 sitios respectivamente.
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Fig.7: Resultados obtenidos por Shiba en el limite
U>>T(circulos abiertos) comparados con nuestros

resultados de QMC para 8 sitios (estrellas).
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Fig.8 a)b) yc): Funcion de correlacién de espines obtenidos con nuestrosresultados de QMC en el caso
de banda cuarto llena para 4 sitios (triingulos llenos) y 8 sitios (estrellas). »

CONCLUSIONES

Los resultados de los andlisis efectuados hasta el
momento sobre ¢l estado fundamental del modelo

_ unidimensional nos han generado cierta confianza en
. el método usado. Intentamos por una parte incluir en
- esta comparacion el andlisis de las excitaciones mds
* bajas (partiendo de un estado inicial ortogonal al

fundamental) y por la otra abordar el andlisis dc
modelos en mds de una dimension, comenzando por
un sistema de dos cadenas [9].
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