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Analizamos en un caso simple un enfoque BRST para sistemas dindmicos con vinculos de
segunda clase, basado en un espacio fase ampliado con vinculos de primera clase intermedios. De
é1 se deriva un esquema directo que s6lo involucra a los vinculos originales. Se gencraliza este
iltimo y se establece un formalismo BRST que evita una reduccion dimensional o un dlgebra
intezmedia de primera clase, y que es aplicabale a un dlgebra de segunda clase arbitraria.

1 -INTRODUCCION

Recicntemente ha suscitado interés la aplicacion
del formalismo BRST! a sistemas dindmicos con
vinculos de segunda clase. En este contexto se 1o ha
planteado endiferentes formas. Las aplicaciones m4s
dircctas se basan cn una reduccién dimensional, ya
sea utilizando el método de Dirac para eliminar los
vinculos de segunda clase 2, o considerando lamitad
de los vinculos como fuertés, de forma que los
restantes den lugar a un 4dlgebra de primera clasc?.
Pero estos enfoques tienen inconvenientes, en par-
ticular si los paréntesis de Poisson generalizados
dependen de los grados de libertad del sistcma.

Para desarrollar un formalismo BRST consistente
para sistemas de segunda clase, el uso explicito a
nivel BRST del conjunto completo de vinculos parece
muy convenicnte. En cste sentido existen ¢l formal-
ismo de Fradkin y Batalin ¥, una construccién for-
malmente consistente pero de dificil implementacion
y ¢l de Mamclius !, una generalizacién directa del
método BRST para dlgebras de segunda clase, aun-
que no de aplicacion general. Otras construcciones
posibles se dan en Ref.1®,

El propdsito de cste trabajo es presentar un esquema
anivel cl4sico que permite pasar directamente de una
teoria arbitraria con vinculos de scgunda clase a una
formulacion BRST, evitando ¢l uso de una teoria de
primera clase intcrmedia o ¢l método de Dirac. La
motivacion del enfoque se da en cl contexto dec un
caso simple, donde la matriz dc los paréntesis dc
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Poisson de los vinculos es constante, presentado enla
Seccion 2. Enla Seccion 3 planteamos el forma-lismo
BRST modificado construido sobre los resultados
precedentes, basado en un generador no-nilpotente
que conticne s6lo los vinculos originales. En ambos
casos mostramos la equivalencia débil de 1a teoria
resultante con la generada por el método de Dirac.

Por razones de simplicidad consideraremos sis-
temas con un nimero finito de grados de libertad,
perolos resultados puedcen generalizarse alatcorfade
campos. :

2 - BRST PARA VINCULOS DE SEGUNDA
CLASE: UN CASO SIMPLE

Consideremos el espacio-fase correspondiente a
las variables canonicas (p,q") (i=1,2,...,n) (con nimero
de Grassmann g, y niimero fantasma g;=0), y un sis-
tema dindmico definido en tal espacio por el hamil-
toniano H (p,,q) con 2m (m<n) vinculos de segunda
clase X _(p,q) (con signatura Grassmann y de fantasma
e,y &=0). H, y X_ satisfacen las siguientes rela-
ciones:

X, XB] = Wm'3 )
[X,, Hl =X V1, ©)
Aquinosrestringiremos aW « constante. Eneste caso
podemos introducir un cspacio-fase ampliado, com-

plementando cl original con un conjunto de 2m va-
riables independientes ¢*(e(¢*))=€_). Esto nos per-
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mite definir a partir de 1a teorfa original una nucva,
usando un conjunto de transformaciones con X, como
generadores, tal que cada vinculo genera una 6rbita
parametrizada por ¢*. Si A ¢s una variable dindmica,
sc transforma segin:

AenN=A+mAxﬂw+umqudmg¢‘¢3+m
‘ 3)

Es inmediato encontrar un 4dlgebra para {¢*} tal
quelos vinculos transformados pasena serde primera
clase. Si

(97, §F)=WeB(-1)P 4
con
Wed W, = o 4)
tenemos para las constantes transformadas:
(X Xl =0 (6)
Xy - H1=0 0
donde
xlu = Xu+ w o.[iq)ﬂ (8)
y
¥ Y U
H'=H, 5) 1/N'H BN R ©)
Nt i
con
H ={..{H ,% 1, 1,1, % 1. (10)
a7 ° x’N x N-1 xy1

Asihemos mapcado el sistcma original con vincu-
los de segunda clase en uno cquivailcnte con vinculos
de primera clasc. No6tese que los paréntesis de Pois-
sonde las variables transformadas son cquivalentes a
los parénlesis de Dirac de las originales. La nucva
caracterizacion estd dada por el hamiltoniano:

H=H'+y A\, 1
donde los {A*} son multiplicadorcs dc Lagrange (con
sus momentos candnicos conjugados ©* quc satis-
facen las rclaciones de vinculo n*=0). Esta tdltima
teorianos permite aplicar el formalismo BRSTusual,
introducicndo un par canénico de fantasmas (1_’&,0’)
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por cada vinculo de pnmcra clase X' (gh(C ) =
=-gh(P, =1, &(C c‘)—e:(P )=g +1):
[C*, Pyl =383, (12)

y un par correspondicnte (Pa,C‘ “) por cada nu(gh(c_‘a)
=-gh(P*)=-1, &(C )=e(P*)=¢_+1)

[P, Cyl=87%. (13)
El gencrador BRST es:
Qpesr=X,CT+ 1 P (14)
y el hamiltoniano invariante correspondicnte:
Hypso=H + 0 M+ P P+ Q. .0l (15)

donde p es una funcién fermidnica arbitraria.
Aprovechando esta arbitrariedad, podemos eliminar
las variables introducidas para pasar dc un dlgebra dc
scgunda clase a un dlgebra de primera clase o sea $%,
A*y m_. Para lograr esto clegimos:
p=-P A+ (16)
El primer término cancela la dependenciade H €

A*r_ylos fantasmas asociados P>, C . Expandxendo
ahora p'cn seric de potencias de ¢%, tecnemos:

p'= Pip

“ (17)

y rcemplazando las Ecs.(16-17) cn la Ec.(15), sc
pucde establccer un conjunto dc ecuaciones quc
deben satisfacerse para climinar ¢* de H, ... cuya
solucion es:

p% = -w BV, (X, Hl + 172! w BY. y wO% &
1 1
(-n By, oY,
X [xyz,[xh, 11+ Rty w x?w x%...
w On-2¥x [x{ N_l,[...,[xYl,Ho]...]]

o =120 wP™ [y, 1, ]l -
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By,

A3 Wy, WOl H

(_I)N-lw By, w O3t [XY N_l,[...,[)("'1,1'10]...]]

TO(N-1)! of”
_CO™ B
Pha 1T Uty LDty k1)
(18)
py ¥ ¥ =0 u>N-1

v-1 1

Por lo tanto si reemplazamos ¢l p' resultante de
estas expresiones en el hamiltoniano (15), obtene-
mos:

Hyper=Ho+ X, P° (19)
Todo observable BRST puede ponerse en esta forma
usando tal arbitrariedad. Asi el paréntesis de Poisson
de cualquier par de variables dindmicas [A , B],en
esta nueva formulacion es debilmente equivalente al
paréntesis de Dirac de las variables correspondientes
en la original ([4,, B ]

bs):

[A, Bl =[4,, Bolpy + X, F* (20)
F=esunafuncién delas coordenadas del espacio-fase
extendido. Esta iltima relacién muestrala equivalen-
cia de este método con el de Dirac.

Un hecho importante es que al cancelar la depen-
dencia en ¢% P_y C* son también eliminados au-
tomaticamente. Asi podemos desacoplar todas las
variables relacionadas con la transicion de un dlgebra
de segunda clase a un dlgebra de primera. La carga Q
permanece inalterada, pero podemos eliminarlaparte
que actda sobre las variables desacopladas y man-
tener s6lola componente relevante Q. De esta forma
obtenemos un formalismo BRST generalizado
equivalente caracterizado por:

é:xaC"‘,
[Q.Q]=C*w,Ct ,
1~1=H0+X<,P°+[§~)-’F~’] ,
[H,Q]=0 1)

Notese que esta estructura algebraica es igual ala
postulada por Marmelius®®. En lo que sigue desarro-
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Ilaremos una generalizacién aplicable aun dlgebrade
vinculos de segunda clase arbitraria.

3 - GENERALIZACION PARA UN ALGEBRA
GENERAL DE VINCULOS DE SEGUNDA
CLASE

En esta seccién vamos a generalizar la estructura
algebraica previa para un 4lgebra de segunda clase
dada por:

(X, Xl = Fy0.) + X, U 0, 9). (22
El primer paso es construir un operador Q que satis-
face las siguientes propiedades:

Ne(Q)=1

i) gh(Q)=1

i) Q=Q,C*=T, C*+ ...
) [Q,Q]=CW,C*

En el método de Mamelius® los W . se identifican
conlos F ag ylosfactores U a}'a son considerados cons-
tantes. Aqui desarrollaremos un formalismo general,
vdlido para U 4 arbitrarios. Para lograr esto, consi-
deraremos que los Waﬁ son las componentes de una
matriz constante regular antisimétrica, como en la
seccién precedente, pero por lo demds arbitraria.
Debido alaexistencia de las funciones F  y U 0743 ,1os
fantasmas introducidos en la Seccién 2 no son sufi-
cientes. Ahora necesitamos un par adicional de va-
riables (n_, {%) por cada viculo, que satisfacen:

gh(n)=gh@)=0
em)=e@)=¢, (23)
[Ca s ng] = 8}:

El operador s‘za puede expresarse como suma de
tres términos:

Q,=X,+®,(P.gn.0) + A (p.gn,(,CP) , (24)
donde @ estd relacionado con la presencia de Fos

(.q), ylos A_sonnecesarios para cerrar el dlgebra de
los vinculos (ver Ec.(29)). Mds explicitamente:
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Y 8 8
Q=T C“+221/N' M, . nv O Ll
N=0 M=0 8y--5,
N+M#0
- 0.0 Q.. 0 B B
+2xs ' Yp .p U Nc o™
N=1 Bl" BNH N * BNH' Bl
(25)
donde
U e = 2, 1/n! 1/m'n T] x
N+1°"H m=(())
o.. YoV, .9 O
xU''"" Bty L™ x
ﬁNH BI’S SC C
80‘1---0‘:« (26)
xNIM! § O O =(-1) Bio B | (27
e B
S i}NLe&ZZeV (28)

© BBy

i=2 j=i i=2 j=i

Estamos siguiendo 1a notacién de Ref.[4]. Las primeras
tres propiedades ((i),(ii),(iii)) se satisfacen au-
tomdticamente. Reemplazando la expansi6n (25) en
la relacién (iv) se obtiene un conjunto de ecuaciones
que determinanlos coeficientes U 'y V en términos del
dlgebra de vinculos. Por ejemplo, para los primeros
tenemos:

+ 8 —
[T, Tyl + (1P 2V VE-TU = W,

[T, . V,J#1/2 (-DFCnT, U b1 v, Vo
F12(DVIUS+V V) =0
[T,. Vyal - 12T, Uy + V, Vo +
+1/2 ((1FBo VUL + (1)@ Vv V=0
(29)

Comoiltimo paso resta construir €l hamiltoniano
que debe satisfacer:

Q)= (30)

[ BRST?

Esta ecuacion implica que tiene 1la misma estructura
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que el hamiltoniano (19), 1a diferencia fundamental
radica en que en lugar de los X -, aparecen los Q

Hypgy = Hy - 0wt (D, H+
5 Ph s O 5 S
1218w 2w (@, (@, Hilb..

G

Enla Seccion 2 probamos que si w «p €8 Constante
este formalismo es equivalente al de Dirac. Cuando
W,s DO es constante hemos introducido un nuevo
operador Q con las mismas propiedades algebraicas
que Q. Por el teorema de Darboux podemos hacer lo-
calmente w_, constante, en cuyo caso los coeficientes
U y V se hacen (localmente) nulos y las funciones
dindmicas bosé6nicas toman la forma dada por la
Ec.(19). Asi este nuevo formalismo es localmente
equivalente al de Dirac paralateorfa original. En esta
forma tenemos un formalismo BRST generalizado
equivalente que involucra s6lo el conjuntooriginal de
vinculos de segunda clase.
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