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En base a una formulacién con integrales funcionales en un espacio expandido con variablcs
de Grassmann, se construye un formalismo BRST para la dindmica cudntica y se muestra c6mo el
correspondiente a la dindmica cldsica pucde considerarse como un caso particular del primero. En
ambos sectores de la teoria el formalismo introducido hace explicita la estructura topoldgica del

espacio de configuracion.

1 -INTRODUCCION

En el presente trabajo desarrollamos una aplica-
cioén del formalismo BRST a la mecdnica cuéntica,
quc permitc hacer explicita junto con la dindmica
cudntica la topologia dcl espacio de configuracion.
Estc formalismo se inspiracn desarrollos recientes en
la formulacién de la mecdnica cldsica por medio de
integrales funcionales!!!

La representacion por medio de integrales fun-
cionales de la mecénica clésica es esencialmente 1a
rcformulacién desde 1a perspectiva de una gencratriz
funcional del enfoque operatorial propuesto por Koop-
man'? y von Neuman®., Una caracteristica muy inte-
resanic de esta formulacion es la aparicion de una
simetria BRST que mczcla las variables originales
con grados de libertad tipo fantasma. Elorigen de esta
simetrfaradicacnlainscrcion de la integral funcional
sobre las trayectorias cn ¢l espacio de configuracion,
que fucrzan una simetria de calibre inexistente cn la
teorfa original (invariancia ante transformaciones
locales de las Gbitas). Asi resulta que lo que en
realidad describe csta teorfa de BRST no cs en
particular ¢l sistema dindmico original sino, glo-
balmente, 1a mecénica clésica en el espacio de con-
figuraciénsorrespondiente, o sea contienc atodoslos
sistemas dindmicos definidos en dicho espacio. Mds
precisamente, ¢s una teoria topolégica donde el la-
grangiano cs una pura {ijacion de calibre.El forma-
lismo BRST simplcmente pone en evidenciala topo-
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logfa del espacio de configuracion, indepcndiente-
mente del sistema patrticular quc sc considere.

La tcoria cudntica presenta una diferencia muy
importante con respecto a la cldsica: cn csta dltima
s6lo contribuyen los extremalcs cn la accion, mien-
tras que en la primera lo haccn todas las Orbitas
posibles en el espacio de configuracién, cada una con
un peso dado por la accién evaluada sobre dicha
orbita. En otras palabras, en la teorfa cudntica existe
una simetria de calibre inherente a las transforma-
ciones locales de las Orbitas, que puede hacerse
explicita y utilizarse para construir una formulacién
BRST. Esta nueva teoria, a diferencia del caso clésico,
contendrd en forma no trivial a 1a dindmica cudntica
original y, ademds, por cfecto cspecifico de la exten-
sion BRST cxplicitard 1a topologia del espacio de
configuracion.

El esquema dec trabajo es cl siguientc. En la
Scccién 2 presentamos un replanteo del formalismo
cldsico para hacer evidentc el origen de 1a simetria de
calibre y el contenido puramente topolégico del
formalismo resultante. A continuacion, enla Seccién
3, desarrollamos el planteo general del formalismo
BRST cudntico y su relacién con la estructura to-
polégicadel espacio de configuracion. Finalmente cn
la seccibn 4 presentamos un ejemplo donde s¢ mani-
fiesta esta relacion.

2 - LA MECANICA CLASICA DE BRST
Por razoncs de scncillez y claridad, vamos a

considerar un sistema dc primer orden ¢n un cspacio
de configuracién 1 dimensional, definido por cl campo
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de velocidades:

x*= 2 (x,t) YRy
Esta dindmica se puede describir en términos de un
lagrangiano

L=b (x*-f) (2.2)
La dindmica de los grados de libertad auxiliares b,
estdrelacionada conladelos campos de Jacobi 8“(6“—
x*-x*,donde x*y x*satisfacen las ccuaciones de Euler
-Lagrange de (2.2), de modo que:

b, 8*= cte. de movimiento (2.3)

Las variables can6nicas conjugadas de x*y b, son:

=%y o =g
@ gx* @

: db,

24

0 sea que tenemos dos vinculos de segunda clase:

£=p,-b, ; &=m (2.5)
y el hamiltoniano de Dirac resultante es:
H=p,f (2.6)

Evidentemente esta teoria no es invariante bajo
transformaciones locales de las Orbitas. Sin embargo
es posible construirenunespacio ampliadounateorfa
quecontenga alaoriginal cn el subespacio correspon-
diente y satisfaga tal simetria. Esto podemos hacerlo
sistemdticamente usando el formalismo BRST:

la invariancia bajo x* -> x*+ dx* (8x* local arbi-
trario) implica que los momentos canénicos conjuga-
dos p, deben ser vinculos de primera clase. Para
generar tal invariancia introducimos una carga BRST

Q=c'p, 2.7
donde los ¢® son grados de libertad fantasmas, y a
partir del hamiltoniano original H construimos uno
nuevo:

H=H+A (2.8)

tal que Q sca una constante de movimiento:
{H.Q}

=0=>{A,Q} =-{H.Q} =c’pd " (2.9)
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con lo cual resulta:

H=pf+icfc (2.10)

C, es un nuevo grado de libertad fantasma tal que

{C,c’}=i8 (2.11)

Aparentemenente el hamiltoniano BRST (2.10)
estd definido por el campo de velocidades f*, pero es
féacil ver que puede expresarse como:

H = {X,Q} (2.12)

con

(2.13)

Esto significaque estamos ante una teoria topolégica,
que depende dnicamente de 1a topologia de la varic-
dad quc es el espacio de configuracion, y no de un
sistema dindmico en particular definido sobre dicha
variedad™. Los diferentes sistemas dindmicos co-
rresponden a diferentes fijaciones de calibre.

El desarrollo anterior puede replantearse para una
teoria lagrangiana de orden arbitrario. En general el
lagrangiano BRST resultante tiene 1a forma: '

L=b0) asif((:)h Jaee c® B——S———Ea(ts)[x(g,](t.)cb(t;)

y es estrictamente una nueva variacion BRST:

= Byer [ 2]

(2.15)

3 - LA MECANICA CUANTICA BRST

En mecénica cudntica, desde el punto de vista dc
intcgrales funcionalcs, es claro que todas las Orbitas
compatiblcs con la topologia dcl espacio de configu-
racién contribuyen, a diferencia de 1a mecénica cldsica
donde s6lo son significativas las 6rbitas extrcmales
dc 1a accién.

Dado un lagrangiano:
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L = L(x,x) (3.1
para hacer explicita esta simetrfa de la generatriz
funcional consideremos el nuevo lagrangiano:

L = L(x+i%+K) (3.2)
Los lagrangianos (3.1) y (3.2) dan lugar a la misma
din4dmica cudntica, pero el hessiano de (3.2) tiene un

autovalor nulo tal que bajo las transformaciones de
Noether:

ox® = +&°(t) X°,(X,K,X,K) :
(3.3)

ok = +e2(t) X°, (X,K.X,K)
el lagrangiano es invariante
L=0 (3.4)

Las €°(t) son funciones arbitrarias de t y las X®, son
funciones arbitrarias de sus argumentos (esto refleja
la arbitrariedad en la parametrizacién de las transfor-
maciones de calibre). Para construir el formalismo
BRST hacemos:

) = p (1) 3.5)

donde c*(t) son fantasmas. Definiendo:

’

5=pd (3.6)

las ecuaciones (3.3) y (3.4) se convierten en:

Ssxa = Cb Xab ; 85 K= -Cb Xab ; Ssi = 0 (3'7)

y adem4s tenemos:

8X,,— 8xC+ax 81<°+ax Sx°+aX o x
IK° ax° oKk

X
=CdXd[—a—x‘-:h- -

aX:
axc

(3.8)
La condicién de nilpotencia de la transformacion:

]+(cd X5+ Xd)[axa

ax:
ax¢

J9X3 -

820x® = - 82" = § ¢® X2- cbet X e
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eolxi( 25 29 4, (25, 2]
3.9
fija la variacion de los fantasmas:
x:, 8¢ =- {exe gf:_axa)
rol(Z- 38)-x, (35-3))e
(3.10)

Las ecuaciones (3.7) y (3.10) nos dan las transfor-
maciones de los grados de libertad cuando las trans-
formaciones de calibre est4n parametrizadas con X,

Pasemos ahora a considerar 1a forma m4s general
posible para un lagrangiano BRST con un calibre fi-
jado, que pueda ser asociado al lagrangiano L si
elegimos una parametrizacion X para las transforma-
ciones de calibre™:

L=L+3§[c(y - g<b/2)] +d/dt C 1) =

=L-g°bb/2+b y*+c n*+c n*-c J y°
(3.11D)

donde {y*} es la fijaci6n del calibre, b, son multipli-
cadores de Lagrange no lineales (el equivalente a
campos de Stiickelberg),c_son antifantasmas y 1*es
una funcién con niimero de fantasma 1 que signa una
posible cuasi-invariancia del lagrangiano. Las trans-
formaciones BRST de ¢,y b_son:

dc.=b, ; 8b =0

a s a

(3.12)

Si clegimos M*= 0 Va (es decir, el lagrangiano es
invariante), los ¢, son multiplicadores de Lagrange,
pero para n*%0 (lagrangiano cuasi-invariante) son
variables dindmicas.

La variaci6n del lagrangiano ampliado L es:

OL=0 (xL +xL +cL +cL)+
+8K

(8 gﬁ+8c

LA PLATA 1990- 74



= 2(5,cn) = Sh+c o) @13

Del primer teorema de Noether obtenemos como
constante de movimiento la carga BRST:

JaL s oL AL s AL
Q=8x" 5o +3KGR 30 5o +00 57 -
-bm*-c o (3.149)

Sin embargo para cada parametrizacién X existen
restricciones sobre las funcionesn*y y?, derivadas de
exigir que la teorfa sea local y no contenga derivadas
de orden superior al segundo. Para garantizar el
cumplimiento de estas restricciones debe ser:

on:  dXe, oyt gy
5t (G -Fh) =0
on® 8X°
o~ © a‘ﬁ zr%) 0
(3.15)
Definiendo
’r]‘=T'F‘c: (3.16)

1a solucion de este sistema de ecuaciones estd dada
por:

M, =1 (x,%.X)
Y _
Kb) ¢

De (3.11,(3.16) y (3.17) resulta que 1a forma m4s
general para el lagrangiano cuasi-invariante BRST,
con una parametrizacion X de las transformaciones y
una fijacion de calibre y es:

om?,

G (3.17)

( i

(=L-172 grop, +bye+ ¢ [(2¥ .4 )]

ay* dt dy*
- Q}Ea - d a_la_ Al (7 c c
(a]d, a aKb ) thc +a'i:[ca(n c aXb Xb )C ]

(3.18)
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La carga BRST correspondiente estd dada por la
expresion (3.14).

Si en particular consideramos un lagrangiano in-
variante BRST (1, = 0) tenemos:

L=T-12g* bbby - [(v) -(v) ]x ¢
xb x°
(3.19)

donde (y°), es la derivada lagrangiana de y* con
respecto a la coordenada y. Comparando con la
expresion (2.14) esta ecuacién hace evidente que el
formalismo aquf desarrollado para la mecénica cudntica
BRST contiene a la mecénica cl4sica BRST presen-
tada enla Seccién 2, que se recupera a partir de la
Ec.(3.19) cuando tomamos L=0 con una fijacién de
calibre

d S[x(1)]
a — gab
y una parametrizacion
Xe=-iQ (3.21)

que corresponde a traslaciones locales en el espacio
de configuracion. La expresi6n resultante para el
lagrangiano es:

8 SIx®]

L=L1/2g®*bb +g®b
2ET0D* 870 Z

-J dic (gt ESEOl oy (322)
0 S x°(t) & x<(t)

con la carga BRST dada por:

Q=c* (3.23)
La carga BRST es una combinacién lineal de los
momentos candnicos conjugados de las coordenadas
X% y es una manifestacién de la invariancia bajo
traslaciones caracteristica de un espacio simplemente
conexo, donde las transformaciones (3.21) tienen
sentido.

4 - EL INDICE DE EULER DEL ESPACIO DE
CONFIGURACION

Como un ejemplo del formalismo anterior donde
se manifiestalarelacion entre 1a topologia del espacio
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de configuracion y la teorfa BRST cudntica conside-
raremos el caso de una teoria descrita por un:la-
grangiano de 1a forma: «

“1n¥ @) -V, })

a=1

@D

definidoenunespacio de configuracion simplemente

- conexo. En tal caso podemos utlluar el lagranglano -

- (3.22).
Enbascalos resultados delassecciones anteriores
S .podemos escribirla traza del operador de evolucn()n
- cuantlco como :

L Z= I g ch Dfe'sl‘i"“<qa, T|q°a.c°'0> ’(4' 2)'

donde < > mdxca la amphtud clasma, obtcmda conel -

- fommhsmo BRST presentado enla Seccién 2, y ade- -
- 'mds G,(t) es solucién de las ecuaciones cldsicas de

, movimiento con las condiciones de contomo:

L qO=im=e, @y
Ter'ii'evn.dc')' en ‘cu.er'lta que'. |

CqueuT | g0 >,= 39, (T) g9 8 (T)- -

| (4 4)

" donde c es solucnén de

82 C + a 0 V(q) C, = _ 4.5)
p"ara ucmpos pequenos puede escnbxrse:’ .
q (=g +0 V(Q”) TZ
C. (T) c° + d, d. V(q") c°’I‘2 (4‘6).

Ly por 10 umto tenemos o B .\h _.
<q C°qu,q 0;._

E'fi“"’(t')nV(q )T?) ™2 by(q.)chz) . .

h '55“;’ (3‘ \'/(q“)): 5™ (3 'a V(q)c) _

det. ((9.9,V(q*))
Idet ((3 o, V@)l

S(N)(q q 0 5<N>(Co)
(4 7)

{go}
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_ Dcﬁmcndo ’

-

donde § q son los puntos donde se. anula el gradxente
del'potencial. . . " .

1(q°) = sngno [ det ((8 a V(q"))] '(4 8)

‘vemos que “. 9) nos penmte aprox1mar (4 3) para T

pequeno como:

i

z= f Df<~:‘s[q+ﬂ i@) ‘7(4:_'9)_ .

Si ‘tomamos el ll’mite T = 0 obtenemos:

2= i@)= X
(qO)

_ ,dondé X(M) e's'lld caracténsﬁca de Euler del éspaéio

de configuracién M 1, Este resultado coincide con el
obtenido en Ref. [7] para la teoria cldsica. Sin em-.
-bargo, para T ;ﬁ 0 aparcccn desvnacnoncs de (4 1 1)

Z= 2 (ige) e V(@ )T +0(T2) (411)
{50}

donde vemos claramerite que aparecen ‘ ‘correcciones
cudnticas’’
clésica (que es exacta pdra todo T)
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4.10)

a la férmula correspondiente a 1a teona -



