LOCALIZACION Y PROYECTORES

J. P. Aparicio, C. D'Negri, F. H. Gaioli, * E. T. Garcia Alvarez,* M.Gerrero,** .
D. F. Hurtado de Mendoza, A. J. Kalnay,*** R. F. Krasnopolsky, M. D. Melitay A.C. Tonina.

Departamento de Fisica , F\ acultad de Ciencias Exactas y Naturales, Universidad de Buenos Aires,
Pabellén 1, Ciudad Universitaria, 1428 Buenos Aires.

En este trabajo sc estudia cl problcma de la localizacién temporal del electr6n en el marco de

la mecdnica cudntica relativista.

Algunos de los operadores posici6n que encontramos en la literatura pucden obtencrse medi-
ante la utilizacién de proyectores. Aqui utilizamos dicha nocién ensayando con un proyector
genérico cuya eleccién determina un dado operador posicion, resultado de proyectar el operador
posicién de Dirac. Condiciones de simetria nos permiten hallar la expresion mds gencral de dicho

proyector.

Se estudian algunas solucioncs particulares que sc obticnen de este formalirmo.

Es sabido que mediante ¢l empleo de operadores
de proyeccién podemos obtencr operadores que actian
sobrE un subespacio del espacio original. En cicrtos
casos esta técnica permite climinar anomalias o esta-
dos fisicalMente no deseados. Aqui aplicaremos este
procedimiento al caso del electrén en el marco de la
mecénica cudntica relativista.

Como sabemos, la teoria de Dirac adolecc de
dificultades tales como la aparicion de cnergias nega-
tivas asociadas con los estados dc antiparticula y su
operador posicion tiecne un comportamicnto anémalo,
ya que, por ejemplo, los autovalores del operador
velocidad son + ¢, 1os cuales no son aceptables para
una particula masiva como ¢l electrén. Sc presenta
cntonces la dificultad de hallar un opcrador que
describa la posicién de dicha partfcula.

Durante décadas se han realizado numerosos ¢s-
fuerzos para encontrar una solucion satisfactoria al
problecma de 1a localizacion dc 1as particulas clemen-
tales.!Quiz4 uno de los trabajos m4s destacados sca
¢l de Newton y Wigner ¢ quicnes obtuvieron una
solucion para cl operador posicion del electr6n, pero
la nocién de localizacion introducida por dichos
autores no es invariante antc transformaciones de
Lorentz.
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Usando ¢l producto cscalar del formalismo de
Bargmann-Wigner ’
<oly> =Ml @ oy widp (1)

1a expresion de dicho opeador en representacion de
momentos es

0y3/2 . 9 ( 0)-1/2
X A, = A+ )7 (j 9y B)" A (2
N A+ (P+m)2  9p (p°+m)”
donde A es el conocido operador® quc proyecta sobre
los estados de energia positivade la particula de Dirac
libre

A,=(1+H /%) /2, (3a)

con

H=oa.p+ pm. (3b)
Dec acucrdo con 1a hip6tesis usual, el operador (2) es
hermitico, por lo tanto sus autovalores (nimcros
rcales) son puntos cn el espacio ordinario, de aqui que
se lo denomine de tipo puntual.

Por otro lado, ¢s sabido que ¢l mecanismo dc
creaciéndc pares impide discriminarla posicién de la
particulaoriginal con precisién mejor que una distan-
ciadel orden de unalongitud de onda Compton®. Esto
sugirié a uno de nosotros'? reinterpretar la nocién dec
localizacién para dar cucnta dc este fendmeno utili-
zando los denominados operadores de tipo extenso'?,
los cuales son no-hermiticos, no normales!? y sus
autovalores complcjos son susceplibles de l1a siguicnte
interpretacion: la parte rcal representa la posicion
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media y cada una de las tres componentes de la parte
imaginaria un dado segmento, de modo tal que los
valores medibles de la posicién sean determinadas
regiones del espacio.

Entrabajos posteriores, haciendo ciertas hip6tesis
acerca de 1a nocion de localizacién no limitadas por
aspectos formales como el requerimiento de hermiti-
cidad, uno de nosotros '*** obtuvo una soluci6n al
problema del operador posicién del electrén. La
expresion de dicho operador, que llamaremos X, es

X, A =A,(0/0p) A, (4a)

con 3

A= +yp/m)/2, (4b)
donde hemos utilizado la misma representacion y
producto escalar que en la expresién (2). El operador
A, es también un conocido proyector'® que se rela-
ciona con A_ mediante la expresion
A=A ym/p, )
pero a diferencia de este Gltimo resulta no hermitico.
Si bien la expresién i(d/dp) coincide con la corres-
pondiente al operador posicion de Dirac en la repre-
sentacién de momentos que usa el producto escalar
usual'’, dicha expresién no s tn operador hermftico
con el producto escalar definido en (1) y estd rela-
cionada con su parte hermitica (cl operador posicion
de Dirac) mediante '3
x =i (a/dp) - i2p/(p°)* (6)
Con ayuda de (6) y efectuando el cdlculo indicado en
(4), podemos escribir una expresion explicita e inde-
pendiente de la representacion de X,

X, A, = (x + iy/2m - ifp/2mp® + i2p/(p°)*) A,. (7)

Este operador resulta ser un caso limite de los
operadores de tipo extenso y su parte hermitica,
representativa de la posicién media, coincide con el
operador posicién propuesto por Bunge,'*? el cual
admite una formulacién explicitamente covariante

Xgh =X+ 19/2m ®)
y tiene asociado un operador velocidad !

dX,/dt = fp/m , )
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que posee una sugestiva analogfa con su correspon-
diente magnitud clésica.

Los resultados anteriores sugirieron estudiar las
expresiones del tipo (2) y (4) para el caso de un
proyector genérico A ;de modo tal que los operadores
de 1a teorfa de Dirac restringidos a un determinado
subespacio describan las variables dindmicas del
electron, en particular el operador posibién x; se
define por medio de

XsAg=As X A, (10)

Notemos que s6loparael casode laparticulalibre,
lainvariancia ante 3-rotaciones y 3-traslaciones, que
se traduce formalmente en 1a anulacién de los conmu-
tadores

il

(3, A ]

0, (11a)
p, Agl=0,

(11b)

hace que las definiciones de impulso y momento
angular total genéricos

PAG= AP Ag (12a)

JAs=Ag T A, (12b)
scan equivalentes a

PAc=P Ag (13a)

JAg=J A = (x;xp +0/2)A; (13b)
donde
OA;=A;0A, (13¢)
Vemos que p; y J, son, respectivamente, los
generadores de las traslaciones y rotaciones en el
subespacio de interés. Efectivamente, se pueden pro-
bar las siguientes reglas de conmutacion

(xS DA =i8 A, (= AJX, A, (142)
(xS I Ag = ie™xt Ay (= Aglx, F1AY), (14b)
D' Jo) g = iE™pg A (= AP, F1 A, (140)
U J21 A, =ie™I ) A, (= AJF, P1 Ay, (14d)

y que xrestringido adicho subespacio, se transforma
ante traslaciones y rotaciones delamismamanera que
X.

Las consideraciones de simetria arriba menciona-
das, sumadas alainvariancia de A ; ante 3-reflexiones
¢ inversién temporal, permiten determinar que la ex-
presion m4s general para el proyector genérico es del
tipo??
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A,=12+iy.pB/m+BC+oa.pD/m (15)
donde los coeficientes adimensionales B, Cy D son
funciones arbitrarias de p?/m? y satisfacen la ecua-
cién de 1a conica
(pYm?*)D? + (p/m?)B? + C? = 1/4. (16)
Podemos elegirlos coeficientcs B, C, yDde modo
de obtener operadores de proyeccién conocidos enla
literatura, por ejemplo, para
B=i/2, C=p°2m yD=0,
recuperamos el proyector (4b), al cual le corresponde
el operador posicién
XA = (x+iy2m - ifp/2mp®) A, 17)
cuya parte hermitica al igual que (7), corresponde al

operador posicién de Bunge.
Con la eleccion de los coeficientes

B=0y C=D=m/2p°

obtenemos el proyector (3) cuyo operador posicién
asociado es

XA, =(x-ioy2p°+ip/2(p°)H) A, (18)
que, al igual que (7) y (17), es de componentes no
compatibles y de tipo extenso. Dicho operador en
representacion de Foldy es discutido en un trabajo de
Feshbach y Villars 23,

Para concluir, hacemos una resefia comparada de
las principales variables dindmicas que se obtienende
ambos proyectores.

De (3) es inmediato probar que

HA =p°A_, (19a)
por lo que 1a proyeccién de la energia es
HA =AHA _=p°A, (19b)

al igual que en el caso del proyector (4b).
Dado que el proyector A, conmuta con el hamil-

toniano, se sigue que para cualquier variable
dindmica Q
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(dQ/dt) A, = (dQ/dDA.,. (20)

En particularla proyecci6n del operador velocidad es
(dx/dt) A, = (dx /d)A, = (p/p)A, 21

de evidente andlogo clésico.
El proyector (4b), en cambio, s6lo satisface la
ltima de las igualdades (17)
(dx/d)A, = (p/pIIA, (22)
Finalmente 1a proyeccién del spin resulta paralos
respectivos casos

(23)
(24)

o A, ={c+i(axp)/plA,
oA, =[o+i(yx p)/m]A,

coincidiendo la dltima de las expresiones con el spin
de Hilgewoord-Wouthuysen,?.
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