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Se estudian determinantes funcionales que surgen al cuantificar teorfas de campos definidos
sobre variedades con bordes, haciendo uso de métodos desarrollados por R.Forman para la
evaluaci6n de cocicntes de determinantes de operadores diferenciales con diferentes condiciones
de contorno, regularizados por el método de la { de Riemann. Se analiza el caso de condiciones de
contorno locales del tipo que caracteriza a las bolsas quirales.

INTRODUCCION

Presentamos cn cste trabajo una aplicacion fisica,
de interés cn Tcorfa de Campos y Mecénica Es-
tadistica, del método debido a R.Forman para cl
cdlculode determinantes funcionales en regiones con
bordes [1]. A difcrencia de otros métodos, quc re-
quicren el conocimiento de las funciones de Green
que satisfacenlas condiciones de contorno considera-
das [2], éste pcrmite calcular cocientes dc determi-
nantes con diferentes condiciones de contomo regu-
larizados con la { dc Ricmann, a partir dc los valores
de borde de funciones en ¢l niicleo del operador (cs
decir, soluciones de una ecuacién difercncial ho-
mogénca), subcspacio independiente de las condi-
ciones de contomo.

La aplicacion fisica en cucstién es al problema de
las llamadas bolsas quirales, utilizadas como modclo
fenomcenol6gico para el confinamiento de quarks. En
cstos modelos, se ticne una teoria de fermiones no
interactuantes, confinados al intcrior dc una regién
(bolsa) del espacio-tiempo, acoplados en el borde con
uncampoexterno através de condiciones de contomo
que garantizan la conscrvacién de 1a corriente quiral
(condiciones de contomo quirales) [3].

CALCULO DE LA ENERGIA LIBRE PARA
CONDICIONES DE CONTORNOS ESTATICAS

En primer lugar, estudiarcmos la cnergia libre de
unsistemadc fermioncs de Diracsinmasa, atempera-
tura finita, confinados cn una bolsa Euclidca bidi-
mensional Q:[0,8]1®[0,L] y acoplados cnlos bordes
“*espaciales’’ con un campo bos6nico ¢xtemo estitico
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¢ (o=0.L).
Como es sabido, 1a funcién de particion de esta
teorfa estd dada por:
Z ~ Det(id) sv (1)
dondc (id) su+ ¢s ¢l operador de Dirac definido sobre
funciones que satisfacen;

y(B.x) = -y(0.x)

B .U y(x,0) =0, o=0,L. )

1
AquiB_=(1-n(a))/2,conn(L)=-n(0)=y'= O)’
y U, =exp(¥,9,), ¢, Y 9, son los valores que toma el
campoextemocnx, =0y L respectivamente. Es f4cil
verificar quecl problema de valores de borde definido
por (id) su+ es no singular (cs decir idy =0 para y quc
satisfacc la ecuacio6n (2) implica y = 0).
Con cl fin de aplicar el método de Forman (1],
introducimos un pardmetro auxiliar u, llamando:
U, (W) = exp(ny,e,) (3)
Bajo ciertas condicioncs sobre el operador [1]
(quc sc satisfaccn en cl problema considerado), un
teorcma de Forman permite escribir

Det(id) suu+1) -

d
log\=——~/"— """
£ Det (id) surn)

d
W (mlog Det (Dp(’r), @

0 bicn, integrando en u:
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Z(u+1) Det(id) BU(pr)
Z(W) ~ Det(id) suw)

C()Der® (1), (5)

donde se ve que la evaluacién de F u('c) y C() nos
permitird obtener la funcién de particién (tomando
u=0y1=1)y, porlotanto, la energia libre de una
bolsa quiral comparada con la de una bolsa no quiral
(correcion a la energia libre de los fermiones debida
a su acoplamiento con @, y ¢, en los bordes).

En la ecuacion 4 los determinantes a la izquierda
son determinantes regularizados por el método de la
€ de Riemann, mientras que el de 1a derecha es el
determinante del operador de Forman, que actia
sobre funciones en el borde, y estd definido como se
explica a continuacion.

Dadaunafuncion Ty(x,,x,) enel niicleo del opera-
dor, llamaremos y(x,,0.) a su valor en el punto o del
borde, y hu(xo,oc) a su proyeccién con BU(W); en-
tonces:

h (x,,0)

N (LDU (Ww(x,,0)
hx) = (h:(xo,L) :

) =172 1-DU,y(x, L

(6)
El operador dc Forman relaciona las proyecciones
de una misma funcién en los subespacios que corres-
ponden a ambos tipos de condiciones de contorno de
la siguiecnte mancra:
h, (X)) = ©, (Dh, (x,) @)
Porlotanto, a finde evaluar <D“('c), debemosclegir
una base en el nicleo de id, y determinar a partir de
7 la accion de (D“(‘c) sobre un conjunto completo de
funciones en el borde. N6tese que las funciones de
dicha base no necesitan satisfacer nhnguna condicién
de contorno particular. Por conveniencia en el célculo,
elegimos una base compuesta por dos tipos de fun-
ciones {\yﬂ'(xo,xl), X, (X,-X,) }. ambas antiperiédicasen
la direcci6n ‘‘temporal’’ y cada una de las cuales sa-
tisface s6lo una de las condiciones de contorno en
direccion ‘‘espacial’’:

' 1
W, (xo%,) = explion,(x, - 1 10w ()

1
x,(xp%,) = explios,(x, - 7, -INIT, (7). (8)

donde wn=(2n+ /B, conn €Z,y
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B U, 1wy, (x,,00=0

B, U, (W, (x L) = 0. ©)

Las proyecciones de sus valores de borde con
B U, '(u+t) estin dadas por:

LDU W+, (x,,0) )
(1,-DU, M u+y, (x,,L)

-sinh(t@,) )
cosh(w L-u¢ -1¢,)

=172 (

= exp(iu)nxo)(

(1,DU, (u+1)x, (%,,0) )

k? (x)=1/2 ( (1,-DU, (u+)y, (x,.L)

_ . cosh(o L-iue +1¢ )
= exp (i x,) ( siah(9.) ), (10)
donde @ = @L-¢,. De las ecuaciones
(%) =B (Oh" (x)
k' (%g) = D (B (X)) (11)

puede determinarse la accion de (Dp('c) sobre 1a base
en el borde

0 1
{exp(im x,) (1) exp(io, X,) (0 )

y es f4cil ver que los subespacios correspondientes a
frecuencias @ dadas son invariantes, resultando en
cada uno de ellos:

1
[®,(), = cosh(w L-p@)
( cosh(w L - po_+ 0,) -sinh(tQ,) )
-sinh(tQ,) cosh(w L - po_+19,)7°
(12)
de modo que :
_ cosh{w L - (u+1)9]
det [<I>M('c)]n = coshB.L - 9] (13)
Definimos:

INT det [<I>u(’c)]n =

n=-N-1

Der <I)P('c) =Nl]>r)1

1+2 exp(-2m L)cosh[2(u+T)¢ J+exp(-4w L)
1+2 exp(-2w L)cosh(2ue )+exp(-4w,L)
(14)

n=0
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Nos interesa la funcién de particién para valores
del campo @ en el espacio de Minkowski, razén por
la cual efectuamos el cambio ¢ ©@ =i * , con lo
cual obtenemos:

Zp+y _

Z(p) (15)
= 142 exp(-2a)nL)cosh[2(u+'c)(p_]+exp(—4an)
=COIL 135 exp(26 Lycosh(2ig)+exp(-36,L)

Es posible mostrar, mediante razonamientos basados
en la periodicidad de las condiciones de contorno (5],
que C(t) =1, de modo que, tomandop=0yt=1,
sc obticne para la variacion de la encrgfa libre:

F(9) - F(O) =
142 exp(-2w, L)cos(2¢ y+exp(-4w L)

1+2 exp(-2m L)+exp(-4w L) )
p( " ) p( n (16)

1os 11

Ellfmite B -> e~ de estaexpresiéndalacorreccion
a la energfa de Casimir de los fermiones debida a la
presencia del campo:
E(9) - E0) =

1+2 exp(-2wL)cos(2¢ )+exp(-4wL)
1+2 exp(-2wL)+exp(-4wL)

= @*/2nL,

1/2n I dw log
[

(17

para | ¢ | <p/2, y suextensién periddica (periodo i)
para otros valores de ¢ .

CALCULODELA ACCION EFECTIVA PARA
CONDICIONES DE CONTORNO DEPEN-
DIENTES DEL TIEMPO.

A continuacion, consideramos el problema de un
campo ¢(x,), con una dependdncia ‘ ‘temporal’’ arbi-
traria. Por simplicidad, nos limitaremos a estudiar el
caso de un solo borde ‘‘espacial’’ en x, = 0, con las
condiciones dc contorno:

B U (x)¥ = B, exp(Y,9(x )y = 0

y(B.x,)=-y (0.x) (18)

Pucde verificarse que el problema de contomo es
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no singular.
Nos interesa encontrarla accién efectiva Euclidea
para ¢, que estd dada por:
exp(-S[@]) ~ Det(id)su (xp 19

Para hacerlo, resulta conveniente considerar en
principio una bolsa finita de longitud L, con ¢, =0 y
tomar después el limite L -> oo,

Elegimos, enelndcleode id, un sistema completo
de funciones que satisfacen:

v,(B.x) = -v,0.x)
B,y (x,L) =0, (20)

a saber:

1
W, (X)) = explio, (x-iY(x-LNI(; ) €2.(21)
Nuevamente, introduciendo un pardmetro auxi-

liar @ mediante la sustitucion ¢ -> ¢ y proyectando
los valores de borde en x, = 0, se tiene:

h(xg) = 1/2(1,1)exp(-HOX )YV, (%,,0)
= cosh(ue(x,) + ® L) exp(io x,). 22)

El operador de Forman puede dcterminarse de

h: ' (%) = @ (DA (x,), (23)
quc en este caso resulta:
<Dp(*c),cosh(u('p(xo) + o L))exp(im x,) =
cosh((U+D)e(x) + @ L)exp(im x,). 29)

Eligiendo una base en ¢l borde 9Q dada por
{exp(iw, x,)}, resulta claro que el operador sélo es
diagonal para @ estético.

Es posible obtener para (Du(T) un desarrollo sis- -
temdtico en potencias de ¢ que, al orden m4s bajo no
nulo (y en el limite L -> o), da por resultado:

Z
P C®) exp(uTHlg))

(25)

donde

B
HIQl = i/ | dx0(i)3 @ ()-9,06)  (26)
¢
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con

9,059) = 2 o(N) exp(2miNx/B)  (27)

En Ia cxpresion anterior, (V) es ¢l cocficicntc de
Fourier en el desarrollo de Q(xy).

Tomando =0y t=1enlaccuacién (26), qucda
claro que (a diferencia del caso estdtico) la accién
cfectiva resulta determinada por C(1). Sin cmbargo,
de la igualdad

Z(u+1) _ Z(p+1) . Z(0)
Zw 0  Zw
es posiblc obtener una ecuacién diferencial para

C(1), cuyaresolucién da porresultadola funcional no
local [6]:

(28)

exp(-S[ 9]) = C(1) =expli/2n f dx,9a,(¢",-¢ )], (29)
0

Es de destacar que, aunque s6lo hemos consi-
dcrado el primerorden no nulo cn potencias de @, cste
resultado coincide, en el limite 3 -> o, con ¢l resul-
tado exacto que habfamos obtenido en un trabajo
anterior 2], haciendo uso de los desarrollos de Seeley
para poicncias complejas de operadores clipticos [4].
Es facil ver analiticamente quc las contribuciones de
lercer orden en ¢ se anulan, y hemos verificado
numericamente que también se anulan las de cuarto
orden, perono tcnemos un argumento general que nos
permita afirmar que ese hecho se verifica a todo
orden.

CONCLUSIONES
Hemos mostrado una aplicacion ffsica del método

de Forman para la evaluacion de cocientes de deter-
minantes regularizados por el método de la { de
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Riemann, que ticne la ventaja de requerir s6lo el
conocimiento de los valores de borde dc funciones en
el niicleo del operador diferencial involucrado. Hemos
obtenido asf 1a correccion a la encrgia libre de fermi-
oncs en una bolsa cstética finita, debida a su acoplam-
icnlo con un campo cxterno en los bordes, como
también la co-rrespondicnte correccion a la energia
de Casimir.

En ¢l caso més gencral de un campo ¢ con depen-
dencia arbitraria en x;, hemos dado una expresion
parala accion efectiva, como desarrollo en potencias
del campo. Dicho resultado coincide, cn el limite de
temperatura nula, con el obtenido previamente mc-
diantc un método que requicre el conocimiento dc la
funcién de Green [2], basado en los desarrollos dc
R.T.Sccley [4].

Este método cs de aplicacién también en proble-
mas de interés en Mccénica Estadistica. Por ¢jemplo,
el caso de fermiones con condicioncs de contomo
*‘twisted’’ (no locales), ha sido tratado por nosotros
en una publicacion anterior [5].

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por cl
CONICET (Argentina)
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