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A travésdel desarrolio en reflexiones multiples se calcula a funcidn de Green correspon-
diente a fermiones libres confinados en una bolsa quiral bidimensional cstética, acoplados
con un campo extcmo cstitico, analizdndosc complctamente el modo de convergencia.

También sc calcula la cnergia libre a T=0 dcl sistcma, cstudidndosc las contribucioncs

dc cada orden del desarrollo.

1 -INTRODUCCION

Existen situaciones de interés, cn las quc cl cdlculo
de magnitudes fisicas requicre ¢l conocimicnto de
funciones dc Green que satisfacen derterminadas
condiciones de contomo [ 1]. Por cjemplo, cn mode-
los clcctivos para interacciones fucrtes del tipo de las
bolsas quirales [2].

Resulta interesante contar con un método aproxi-
mado, quc permita el cdlcuto de la funcién de Green
con suficiente generalidad en las condiciones dc
contorno.

El método de reflexioncs miltiples [3] es apropi-
ado para el tratamicnto de cste tipo dc problemas [4],
aunguc su modo de convergencia depende de la
situacion considerada en cada caso.

En el presente trabajo sc cstudia la funcién de
Green de un sistema bidimensional simple de fermi-
oncs libres sin masa, confinados en una regioén aco-
tada del espacio y acoplados mediante condiciones de
contomo quirales, con un campo bosénico cscalar
extemno cstético.

Dicho cilculo se realiza en la seccién 2, para un
sistcma simple consistente en una bolsa estdtica de
longitud L, y sin contornos tcmporales. El método de
rcflexioncs multiples permite ¢l desarrollo de la
funcién de Green en términos que representan la
presencia deimdgencs por bordes alternados y en cste
caso se logra un andlisis completo dc 1a convergencia
de la serie dc reflexiones.

En la scccion 3 sc encuentra la encrgia libre a
lemperatura cero del sistema considerado, a partirdel
desarrollo dc la funcién de Green en reflexiones
multiples.

Finalmente en la scccion 4 se prescentan algunos
comentarios y conclusioncs.

91 - ANALIES AFA Vol. 2

2 - CALCULO DE LA FUNCION
DE GREEN POR EL METODO
DE REFLEXIONES MULTIPLES

Considercmos un sistcma bidimensional de fermio-
nes libres sin masa, confinados enuna regién acotada
dcl cspacio €2, acoplados a un campo boso6nico csca-
lar cstdtico cn ¢l exterior, mediante condiciones de
contorno quirales en su borde 0Q.

La funcién dc Green del problema G(x,y), satis-
facc:

i G(x,y) =8 (x-y), x €Q (1)
y las condicioncs de contomo:
K(a)G(o,y) =0 o€9Q )

dondc K = U BU! ,U'= ¢ B =1/2 (1-p).
Anotamos con ¢ al campo bosénico escalar externo,
n alanomal externa cn dQ y nuestra convencion es:

= (o) (o)~ (.0)

El método de 1as reflcxiones multiples constituye
una gencralizaciéndel método de las imdgenes y para
sistcmas de fermiones fuc desarrollado en 1a refcren-
cia [4]. Su modo de convergencia depende dc las
caracteristicas del problema que sc csté estudiando.

Siguicndo 1a ref.[4] propongamos la funcién de
Green dc la forma:

G(xy) = Gyxy) - 2i [, G (x.oop(ouy)do.  (3)

donde G, (x,y) es l1a funcién de Green libre:

‘ t
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Gywy) =(1/2mi) (2 “)

y H(x,y) representa una densidad sobre el borde.

Puede verificarse que G(x,y) asf propuesta satis-
face la ecuacién (1) en la regién Q , e imponiéndole
las condiciones de contorno se determina la forma de
p(x,y). Para esto dltimo tomamos:

Gowy) =1im G(x.y), s)

teniendo en cuenta que:
lim Gy(xB) = VPG () +15%) 3  (o-B) (6)

La condicién de contorno implica que p(o,y) sa-
tisface:

r(o,y)=K()G(a,y) -
- 2iVP, K(0)G (0, BK(B)e P p(oy)dB (7)

La presencia del valor principal en (7) es lo que
dificulta el andlisis general del modo de convergen-
cia.

Se estudiard un modelo simple de bolsa estética,
con contomnos espaciales en 0 y L, y sin contomos a
tiempo euclideo finito. Los valores del campo en los
contonos serdn ¢(0) y ¢(L) y se denotard su di-
fercncia por ¢ =¢(0) - ¢(L).

En este caso particular, si o y § son coordenadas
en ¢l mismo borde:

B
2ni o, - B,

Gy(0,0.B,,0) = ®)

y del caracter est4tico del campo:

K(@)G,(0B)K(P) = K, K, G(0,p) =0. (9)
En virtud de (9), el integrando de (7) se anula si o
y B estdn en ¢l mismo borde y el valor principal sc

vuelve superfluo. En este caso la ecuacion (7) se
reduce a:

w(o,y)=K (a)Go(a,y)-2i_[ 20K (G (0,B)
K@) u(@.y)ap (10)

que resolvemos por aproximaciones sucesivas.
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Obtenemos:

(Ly) =§0u,,<a,y) (11)
donde: |
1y(0Y) = K(0)G,(t,y)
(o) = (200 ) dpapo..apevkcer
G (@ BKP)..KE)GOBy),  (12)

y cada integral se realiza sobre el borde opuesto de 1a
anterior, comenzando por el correspondiente a .
Dada la serie para pt(c.,y) se obtiene para G(x,y):

G(xy) =G, (xy) + 2 G (x,) (13)

n=1
con

Gn(x,)’)=('2i)J 200K, (0Ly)do. (14)

El andlisis del primerorden es ilustrativo respecto’
del comportamiento de la seric completa. La co-
rreccién de primer orden a la funcién de Green libre,
por la presencia de las paredes es:

Gl(x,y)=(-2i)_'- 2,G o OK(0)G (o, y)dos+
(15)

+(-2i)J’ R LGO(x,a)K(a)GO(a,y)da

Estas integrales se resuelven cerrando el camino de
integracién por el plano complejo, obteniéndose:

(-21').“ 100, K()G (0,y)do=G ((X,y,-Y )Y'e 21¥0(0)
(16)
(‘Zi)f 3G (. K(0)G (o.y)do= ‘

= Gy(x,y,,2L-y (Y ®

Los segundos miembros no son més que 1a fun-
cién de Greenlibre evaluada cnlaimagen correspon-
dicnte al borde en cuestion y corregida poruna matriz
que ajusta las condiciones de contomo.

Consideremos por ¢l momento €l problema corres-
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pondiente aunasola pared:lascrie de reflexiones (13)
sc reduce a

Gx,y)= Go(x,y)+(-2i),[ 200G, 0K ()G (a,y)do (17)

De acuerdo ala expresion para la integral (16), se
obtiene:

G(y) = GGy yve ™"

(18)
que corresponde a la existencia de una imagen al otro
lado de la parcd.

Six->aenel borde, esta expresion puede ser reor-
denada, para obtener:

G(00)=(1-1e )G (0,y)=UBUG (o) (19)

donde B es el proyector octogonal a B. Por aplicacion
de K(o), 1a expresion (19) se anula y se satisfacen
adecuadamente las condiciones de contorno.

Volviendo ala ecuacién (15) se ve que la integral
correspondiente a dL impide el cumplimicento de las
condiciones de contomo, por la aparicién dc un
término que s6lo seréd cancelado si se considera el
orden siguiente del desarrollo.

Las siguientes correcciones pueden calcularse
considerando sucesivas imdgenes por bordes alterna-
dos, y corregidas por las matrices adecuadas.

Asf:

G, (xy) = G, (x.y,,-2kL+y )M*+

+G0(x»)’0,2kL+yl)Mk k>1
(20)
Gun) = Gy 2R MM
+G (’C VO,-(I\+])L Y, )MkM k>0
con

2ip'0

M=c yig 20

2iY¢(0
M, =y M, = . (1)
Notemos que el término general de la serie de
reflexiones se comporta como:

1

e P, (22)

hm Gk(x,y) =1im

k->c0
Aunque la convergencia es lenta, la ecuacién (13)

cs una seric de Fourier en 1a variable ¢_, que se suma
a la extensioén n-periddica de:
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G(x,y) = 1/(4Li) x

VO g2iv_cge(ny/2) e™esc(nt/2)

e -csce(ntf2)  e¥Oext-csc(nE’/2)
(23)

donde x——, —_—.

Es posible verificar directamente que G(x,y), ha-
1lada como suma del desarrollo en reflexiones miiltiples,
satisface la ecuacidn diferencial y las condiciones de
contorno.

3-CALCULO DE LA ENERGIA LIBRE A T=0

Como aplicacion del desarrollo anterior, calculare-
mos 1a energia libre a T = 0 del sistema en cuestion.

Es bicn sabido que la funcidn de particién esté
dada por:

Z ~ Det [(id) 1] (24)
donde (i9),,, -1 estd definido como el operador de Dirac
actuando sobre funciones que satisfacen las condi-
ciones de contomo BUy(a) = 0.

Parahallar una expresion explicita paralacnergia
libre, notemos que [1]:

Det[(id),,1 1 = Det[(U*idU),] (25)
donde hemos extendido de modo suave la funcién
U(x) de modo que U(0)=U, y U (L) = U ,ycl
operador de la derecha actia sobre funciones que
satisfacen By(o) = 0.

Asi, de (25), resulta:
-BF = Trlog{(U'9U),) (26)
Dado que en el sistema estudiado, 1a energia libre
depende de la diferencia de los valores del campo en
los bordes, esto s ¢_, introducimos un pardmetro p,

cambiando ¢_-> pd_. Siguiendola referencia [1], de
(26) se obtiene:

dF 1 J‘ ®)

dp = BIr )y [n¥e. G'xm), (27)

dondc, debido a la singulaﬁdad quc presentan los
elementos diagonales de G(x,y), s¢ introdujo una ver-
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sion regularizada, dc la forma:

GR(x,x) = G(x,x+¢€). (28)

Adcemds, por simplicidad, se ha elcgido ¢(0) =0,
quedando limitadalaintegral al borde L. Laprescncia
de ¢ ® = (L) sc debe a la manera en que ¢l campo
ingrcsa en las condiciones de contomo, que s6lo
dependen de ¢(L) médulo .

Introduciendo en (27) los ténminos del desarrollo
cn reflexiones (20), podemos calcular las sucesivas
correccioncs a la cnergia libre por la presencia de los
CONtornos.

Cabc consignar que los elcmentos G, y G, son los
unicos que presentan singularidades, correspondicn-
tes a la coincidencia sobre ¢l borde dcl punto fuente
y el de observacion, o bien de la primera imagen y el
punto de obscrvacion, respectivamente.

Calculadas las trazas de las matrices corrcspon-
dicnles, cl aporte de tales términos sc anula.

Dc csie modo, podemos tomar €-> 0, obtenicndo:

oo

dF -é Zq fdocrr[nys¢("’G,,((x,L,Ot,L) (29)

dp

quc. considcrando adecuadamente ¢l comportamicn-
10 de 1os 1¢minos parces ¢ impares (nulos), s¢ Ltrans-
formacn:

dF 1 ®) = sin(2np¢)

e _l a+l T N VY7 s 30

dp nL 0. nz=,( ) ) (30)
seric de Fouricr que sc sumaalaextension wperiddica

de po.
Integrando (30) sobre la variablc pentrc O y 1, se

obticne:

((p_( R))Z

Flo_1 = FIO] + ~5=7

(31

Estc valor coincide con cl hallado cn la relerencia

[5] por un método alternativo, y concl resultado de la

cnergia de Casimir calculada a partir dc los autova-
lores del hamiltoniano de Dirac:

1 ¢
= = ¥ 2

E=[n+(5 - (32)

La cxpresion (32) para los autovalores explica la

dependencia de 1a cnergfa libre con ¢_®. En cfecto,

¢l cambio de ¢ por dxm da lugar a quc un nivel de

cnergia ingrese o deje el mar de Dirac, reestableciéndose
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enlasumaque dé laenergia de vacio la dependencia
original con ¢ .

4 - CONCLUSIONES

Sc ha aplicado cl método dc reflcxioncs mdltiples
a un modclo de prueba simple con el objcto de
analizar el modo de convergencia.

Para cl caso cstudiado, solamente deben conside-
rarse las rcflexiones correspondientes a bordes alter-
nados. De este modo, s¢ pudo construir la scric de
reflexioncs considerando las sucesivas imédgenes por
las paredes delabolsa, adecuadamentc corregidas por
matrices que aseguran el cumplimicnto de las condi-
cioncs de contorno.

Por otra parte, del desarrollo en reflexioncs miltiples
resultaunascric de Fourier que se suma ala extension
7 periddica de una funcidn conocida de 1a diferencia
de los campos cn los bordes, obtcniéndose de este
modo la funcién de Green exacta (23).

En la Seccion 3 sc calculd la encrgia libre a T=0
del sistema, utilizdndosc el desarrollo dc la {uncién
de Green anteriormente hallado. Los términos diver-
gentes Gy G|, una vez regularizados no aportan a la
cnergia libre. De los términos no nulos, nucvamentc
sc hall6 una scric de Fouricr quc se suma a la
exlension - periddica de una funcion conocida de la
variablc ¢-

El resultado obtcnido coincide con ¢l preseniado
enlareferencia[5) y conlaencrgiade vaciocalculada
a partir dc los autovalores del hamiltoniano de Dirac.
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