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Se desarrolla un software de simulacion animada destinado al analisis del comportamiento de las variables fisicas:
velocidad relativa, momento lineal y angular; fuerza y momento interactivo en un choque elastico de dos discos los
cuales se hallan animados, inicialmente, de momento angular intrinseco o spin. Se asume un modelo simple y
justificado por la experiencia, segun el cual se ejerce una fuerza interactiva en la direccion radial proporcional a la
deformacion en la banda elastica y, una fuerza tangencial proporcional a la primera a través del coeficiente de
friccion estatico, ps. El presente trabajo concreta un aporte sustancial al analisis de la dependencia temporal de las
variables fisicas de interés durante la interaccion.

Palabras Claves: Choque elastico, simulacién animada, momento lineal, momento angular intrinseco.

Is developed animated simulation software designed to analyze the behavior of the physical variables: relative
velocity, and angular momentum, force and interactive moment in an elastic collision of two disks which are
animated, initially, with intrinsic angular momentum or spin. A simple model is assumed and justified by
experience, whereby a force is applied in the radial direction proportional to strain in the elastic band, and, a
tangential force proportional to the first one through the static coefficient of friction, ps. This particular work
contributed substantially to the analysis of the time dependence of the physical variables of interest during the

interaction.
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I. INTRODUCCION

Los programas de software referidos a la fisica
interactiva realizan un aporte significativo a la ensefianza
de la fisica. Se puede decir que, por medio de ellos el
estudiante profundiza la comprension de las leyes fisicas
y sus formulas basicas al observar su funcionamiento a
través de experiencias concretas propuestas por la
actividad.

Este tipo de actividad, por sus caracteristicas ludicas,
es motivante para el alumno y le induce a desarrollar un
aprendizaje mediante la  investigacion <y el
descubrimiento y, si bien no aporta todos los elementos
de una experiencia fisica concreta, constituye un auxiliar
importante en el proceso de ensefianza-aprendizaje.

Actualmente y, referido al tema de este trabajo, se
dispone software interactivo (' en el mercado el cual
permite analizar el choque percusivo de discos para
distintos tipos de interaccion, caracterizadas solo por su
coeficiente de restitucion ?. Nuestro Trabajo, en ese
sentido, completa dicho analisis incorporando un
mecanismo interactivo concreto y familiar para el
alumno, y en el cual se realiza el estudio de dependencia
temporal de las variables fisicas durante el intervalo de
interaccion como asi también el efecto de los parametros

intervinientes tales como la velocidad relativa y la
constante elastica.

Los principales aportes, desde el punto de vista de la
enseflanza al tema tratado pueden resumirse en los
siguientes puntos:

Propone la realizacion de experiencias simuladas
donde intervienen placas rigidas de geometria simple,
como es el caso de los discos y, a partir de lo cual el
alumno adquiere un primer dominio de un tema mas
complejo, introduciéndolo en la dinamica de los rigidos.

Un segundo aspecto es referido al sistema de
interaccion que se adopta, el elastico. Esto se hizo
teniendo en cuenta que los alumnos han adquirido
familiaridad con el mismo en asignaturas previas a
Mecanica.

Finalmente, cabe mencionar que el presente Trabajo
complementa un trabajo experimental hecho con
objetivos similares. Los resultados de la simulacion, con
iguales condiciones iniciales a las de la experiencia,
permitieron cotejar los resultados obtenidos en esta
Gltima @,
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CONCEPTOS GENERALES SOBRE CHOQUE.
CHOQUE ELASTICO Y CHOQUE PERCUSIVO.

Para el analisis del choque percusivo de dos discos
es conveniente definir dos ejes ortogonales centrados en
el punto de contacto: el eje de choque o eje & determinado
por los centros de los discos y, el eje transversal o eje 1,
normal al anterior en ese punto y coincidente con la
tangente comun ),

En la figura 1 se muestra el esquema de choque entre
discos para el caso mas general. Los discos se designan
como H y M y sus velocidades iniciales o previas al
choque como Vi y Vum.

yll
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Figura 1: Choque oblicuo entre discos (caso mas general).
& y 1 son, respectivamente, los ejes de choque y transversal

La situacion mas general del choque de discos es, en
relacion a sus condiciones iniciales, cuando la direccion
de las velocidades es arbitraria respecto del sistema de
coordenadas (&, n); y, respecto de la interaccion cuando
la misma determina la transferencia de impulso lineal e
impulso angular. La primera, de estas, ocurre cuando la
fuerza ejercida es radial y, en este caso se modifica sélo
el momento lineal en la direccion &. La segunda sucede
si la interaccion, adicionalmente, aplica a los discos una
fuerza tangencial la cual, ademas de afectar al momento
lineal en la direccion n imprime a ambos discos un
impulso angular modificando sus momentos angulares
intrinsecos iniciales.

Cuando la interaccion es de duracion finita es
necesario considerar la sucesion de instantes de tiempo y
el cambio de posicion de los ejes & y . Este andlisis
resultaria complicado y, en su lugar consideramos
conveniente realizar una aproximacion consistente en
que, el intervalo de interaccion y las velocidades
tangenciales previas al choque satisfacen la relacion,

(VHn _VMn)' At
2(R, +R,, ) (27 %

la cual significa una rotacion pequeiia del sistema (&, )
durante la interaccion. En esta expresion, Vi, y VMg
representan las velocidades tangenciales antes del
choque; Ry y Ry los respectivos radios y A t el intervalo
de interaccion. El factor 2 en el denominador se

corresponde con la medicion del angulo respecto de la
posicion en el instante tg (figura 2). La aplicacion de esta
formula, por ejemplo, para Vu,-Vmy =23,5cm/s, Ry =
Rv=53cmy, At=0.1 seg. da por resultado un angulo
de giro de 6.3° @,

En el presente Trabajo se abordo la simulacion de una
interaccion totalmente elastica entre discos de igual radio
e igual masa con la aplicacion de una fuerza tangencial
lo cual determina no soélo el intercambio de momento
lineal en la direccion & sino también en la direccion 1. Por
otra parte, el torque que aplica la fuerza tangencial
modifica el momento angular intrinseco de ambos discos.
Las ecuaciones basicas en la direccion &, se deducen a
partir de la fuerza interactiva que se ejercen mutuamente
los discos en la direccion considerada. Se debe tener en
cuenta que, durante la interaccion actia una fuerza de
tipo eléstica para la cual se conserva el momento lineal
y la energia de traslacion. Este par de ecuaciones
determina la inversion de la velocidad relativa al cabo de
finalizada la interaccion; todo esto en un acuerdo con el
caso unidimensional. La transiciéon de la velocidad
relativa sigue una funcidén coseno, mientras que, para la
fuerza interactiva, que se calcula a partir de la derivada
de la velocidad relativa, se obtiene una funcidn seno.

Distinguimos, por consiguiente, tres intervalos de
tiempo si suponemos que la interaccion ocurre entre los
instantes t; y t» (Figura 2):

t < t;: desplazamiento libre de los discos, sin fuerzas ni
torques actuantes.

t; < t < tp: intervalo de interaccion con aplicacion de
fuerzas y pares entre discos.

t>t,: desplazamiento libre de discos

Las ecuaciones basicas, en la direccion &, se deducen
en forma inmediata y son, para la velocidad relativa y las
velocidades absolutas de los discos H y M, las indicadas
por las ecuaciones (3)-(5). El subindice indica el disco
considerado, la direccion en que se analiza y si es el valor
inicial, seguido de “0”.

La expresion para la fuerza interactiva (ec.2) es valida
en el intervalo t;<t<t,, mientras que, para los restantes
grupos de ecuaciones (3)-(11) el primer renglén se refiere
al intervalo t<t;; el siguiente a t; <t <t y finalmente
para t=>t.

Fuerza interactiva

f. =mv,asenaft—t,) @)
Velocidad relativa

VH§ 'VM§ :VH§O 'VM§O 3)
Ve -Vye =V, cosa(t — 1) “4)

VH§ 'VM§ :VM§O 'VH§O (5)
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Velocidad absoluta de H

V, c =V, £0 (6)
V., +V V
A = MO RO LT cosa(t —t) (7
2 2
VH.»: :VMgo (8)
Velocidad absoluta de M
Vine =Viuzo 9)
V \Y
Vi =w+v7rcosw(t—tl) (10)
Ve =Vhgo (11)

El intervalo de interaccion estd definido por los
instantes t; y to, siendot;<t, y t» - t; = m/m. Por otra
parte, o= (k/u)"?> siendo Kk, la constante de
proporcionalidad entre la fuerza y la deformacion del
elemento interactivo elastico y, p, la masa reducida (para
nuestro caso, de masas iguales, u=m/2. Finalmente, V w0
y V ne son velocidades iniciales de los discos y Vi
representa el modulo de la velocidad relativa.

El elemento interactivo se idealiza como una banda
elastica periférica que rodea al disco y que, durante la
interaccion determina la aplicacion de las fuerzas radiales
en los centros de masa de ambos discos. Adicionalmente,
las superficies en contacto de las respectivas bandas
periféricas generan la aplicacion de fuerzas tangenciales
debido al roce entre ellas, el cual es tal que no permite el
deslizamiento de una respecto de otra sino que cumple la
funcion de trasmitir esfuerzo tangencial. Finalmente, es
importante mencionar que un bajo valor de k determina
la realizabilidad de una experiencia concreta por cuanto
permitiria visualizar el intervalo de interaccion con
suficiente cantidad de puntos para detectar las posiciones
de los centros de masa de los discos y, con ello la
velocidad relativa y la fuerza interactiva. Por el contrario,
un valor elevado de esta constante nos aproximaria al
limite de choque percusivo, para el cual el intervalo de
interaccion se anula; la inversion de la velocidad relativa
es instantanea y, la fuerza interactiva adquiere la forma
de una delta de Dirac. En la figura 2 se resumen estas
consideraciones.

Er-Gut Br-bn
v
2a 2d
0 1, t 0 te t
Ergm Engu
Vi Vi Vr b ;r" "’M %
0 t 0 t
“Vr
. Fra FHM A
mVrw — 2 o
0 t 0 s t

Figura 2: Comparacion entre el choque elastico y el choque
percusivo. Fuwm es la fuerza aplicada a H por M.

DISENO DE LA EXPERIENCIA - GEOMETRIA
DEL CHOQUE

Un esquema para las condiciones iniciales de
lanzamiento de los discos se muestra en la figura3. En
ella designamos los discos como H y M, las coordenadas

iniciales de los centros son: (0,Yg,) y (Xgy,0)
respectivamente. Las trayectorias predeterminadas son

las definidas por los angulos o y B o los segmentos HE
y ME

v

Figura 3: Geometria del choque. Las condiciones iniciales

estan determinadas por X OM > YOH ,ayp

A partir de las condiciones iniciales puede
determinarse el resto de la geometria de la figura.
Y
a =arctg(—"-) (12)
Xom
S =180—fB—» (13)
e=p-a (14)
Ademas,
= seno
HE=d,(—) (15)
sene
— sen(a +7y)
ME =d,(——= 16
ol sone ) (16)
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do=~/(Ye + Xim) (17)
El planteo del encuentro de los discos podria asumirse
asi: Se lanza un disco H desde (0,Ygy) y con una

velocidad VH. Simultaneamente se lanza el disco M

desde (Xqp.0) (Cudl debe ser la velocidad V,, del

segundo disco para que colisionen?
La resolucion la planteamos suponiendo un instante

de colision, t., con la condicién que V,; t.<HE. A
partir de esta especificacion determinamos la condicion
para que en t =1 la distancia entre discos sea 2I . Las

soluciones para el centro del segundo disco resultan:

CwE=CyEcosc+,/(4r’—C,E’sen’s) (1)

La cual puede interpretarse, graficamente, como se
muestra en la figura 4:

Figura 4: Interpretacion grafica de las soluciones para el
encuentro de los discos.

Donde, el primer sumando, estd representado por la

proyeccionde C E en la direccion de HE ,yel segundo

corresponde a los segmentos Cy E y Cy, E.

De la disposicion general, para el choque de los
discos, indicada en la figura 1, se adopt6 como disefio de
la experiencia simulada la de un choque a 90°. Este
disefio tiene la ventaja de la coincidencia de los sistemas
M, & vy (%, y). El disco M desarrolla una trayectoria
paralela al eje x, o eje de choque, mientras que el disco H
se aproxima al punto de encuentro en la direccion del eje
y, o eje de choque con una velocidad adecuada para
efectivizar el encuentro. Finalmente, el disco M impacta
al H determinando, la inversion de la velocidad relativa
en la direccion del eje & con el intercambio de las
velocidades absolutas en esa direccion. Es importante
recalcar que, en todo este analisis y el subsiguiente nos
referimos al caso de igualdad de masas colisionantes.

Figura 5: Tres instancias de choque de los discos con spin: a)
previo a la colision (contorno discontinuo); b) Durante la
colision (contorno lleno) y, ¢) después de la colision (contorno
discontinuo). Las condiciones iniciales de los discos se
indican con subindice “0”.

ECUACIONES PARA LA DIRECCION
TRANSVERSAL

Para el analisis del movimiento en la direccion
transversal es necesario, en primer término, considerar
que la fuerza tangencial es proporcional a la fuerza en la
direccion normal a través del coeficiente de friccion
estatico, ps. Por ello, su dependencia temporal asume la
forma de la ec. 2, afectada por el coeficiente mencionado.
En tal sentido, para la resoluciéon del movimiento es
necesario trasladar las respectivas fuerzas tangenciales a
los centros de masa de los discos H y M incorporando el
torque correspondiente a fin de lograr la equivalencia
mecanica (Figura 3). Un problema previo a resolver es
determinar el sentido de la fuerza tangencial entre los
discos; para ello se debe tener en cuenta que tal fuerza es
determinada por la velocidad relativa de los puntos
periféricos de ambos discos. En efecto, el mas veloz
empujara al menos veloz y con ello se define el sentido
de la fuerza tangencial.

— JE—
- i . A B
I ™ fy® /
‘ ] = q \ t)
PALY
, NS .
-t
it .
1 S
fowr Y

\_J

/f vl >3

{

A\

\HJ
Figura 6: Equivalente mecanico para la fuerza tangencial
aplicada, t (t)= fn . R representa el torque

Comenzando diremos que, la ecuacion para la fuerza
aplicada en la direccion n, al disco H por el disco M y
en modulo resulta:

f, =muV, osenaft—t,) (19)

Integrando, para el disco H:
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7 am= —,usVra).sena)(t -t,) (20)

Resultando, para la velocidad relativa, en esa direccion
y para el intervalo de la transicion:

Vi, O =Vy, (0) + 1V, [cosaxt —t) —1] (1)
Con los valores limites esperados:

Vi, (6 =V, (0) (22)

Vi, (6) =V4y,(0) =24V, (23)

Para las velocidades absolutas:

Vi, (D =V,,, (0) + % 1V [cosa(t —t) —1] (24)

Vi, (O = —%,uSVr [cosa(t—t)—1] (25)
Con los valores limites:
Vi, (8) =V, (0) (26)
Vi, (1) =V, (0) — 1V, 27)
Vi, (1) =0 (28)
Vi, () = 1V, (29)

ECUACIONES PARA LA ROTACION DE LOS
DISCOS

El momento angular de cualquiera de los discos vy,
respecto de un punto del plano de movimiento es el
resultante de la suma del momento angular intrinseco o
de spin (giro sobre su eje) y el momento de la cantidad
de movimiento lineal, p, que se halla aplicado en el centro
del disco. Elegimos como centro de momento y por
razones de simplicidad en el desarrollo matematico, al
punto (0,-R) con lo cual, el momento de p
correspondiente al disco M resulta nulo para todo
instante, quedando solo el momento angular intrinseco.
Para el disco H la situacion es distinta como se puede
apreciar en la Figura 5 presentando ambos tipos de
momento angular.

En lo que resta del desarrollo no introduciremos
notaciéon vectorial habida cuenta que los vectores
momento angular 'y velocidad angular son
perpendiculares al plano de movimiento. A partir de la
ecuacion:

d
a ISH,M O =7um®

donde, 74\ (t) representa el torque aplicado por la

(30)

fuerza tangencial sobre los discos H 6 M, se deduce la
dependencia temporal de los momentos angulares de
spin. Por otra parte, el momento de la cantidad de
movimiento lineal p, del disco H durante la interaccion
se obtiene a partir de una ecuacion similar pero con el
torque de la fuerza tangencial aplicada en el centro de H
(equivalente mecanico).

Las notaciones asumidas son las siguientes:

Ish: momento angular intrinseco del disco H.

Ism: momento angular intrinseco del disco M.

lon: momento de p correspondiente al disco H.

Con esto las ecuaciones para el momento angular de
los discos resultan:

L (8) = 1y (0) ~ MRV, [1 — cos at — t)]

2

Lo (8) = Ly (0) — MRV, [1 — cos ao(t — )]

3)

L (O =1,,(0)+2mRyV, [1—cosa(t —t1)]

“

donde:
gy () = oy (D) ©)
L (1) = Ty 0y (D) ©)

To: momento de inercia de un disco: mr?/2.

wn,m: velocidad angular instantanea de los discos H 6
M.

Finalmente, usando las formulas (14), (15) se
obtienen las respectivas velocidades durante la
transicion:

w4 (1) = @, (0) - % uV [1-cosa(t—ty] (7

wy, (1) = wy, (0) - % 1N [1—cosa(t—t)] ©®
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Conservacion del momento angular

Las ecuaciones (31)-(33) permiten comprobar la
conservacion del momento angular del sistema. En
efecto, si se suman las tres ecuaciones se verifica que:

Lo (1) + g (D) +IpH ®) =14, (0) +1g, (0)+
1 (0)

(€))

SIMULACION ANIMADA DE LA EXPERIENCIA

La realizacion de la experiencia simulada se realizo
usando Matlab 7.0 . EI trabajo se concretd sobre el
analisis del intervalo de interaccion y en ¢l Ia
dependencia con el tiempo de las variables fisicas
precitadas a fin de que el alumno visualice de que manera
éstas cambian desde su valor inicial a su valor final. La
animacion para el intervalo de interaccion elastica se
realizd con una velocidad relativa de lem/s a fin de
visualizar mdas claramente el efecto sobre el valor
maximo de la fuerza (Figura 7).

Posicion Relativa entre los discos eje & Animacion del Choque
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2.4 25 3
287 288 289 25 30 35 0

Tiempo

Vel. relat. direccion & Fuerza f,

30
0.5 /
20 /
0.5 /
B

10 /
28.7 28.8 28.9 28.7 28.8 28.9
Tiempo Tiempo

Posicion Relativa entre los discos eje & Animacion del Choque

40
2.55
35
* @
/ 30 -
2.45 ‘
2.4 25 |
28.7 28.8 28.9 25 30 35 40
Tiempo
Vel. relat. direccion & Fuerza fé

1 / 30
N
/ 20
L/ IR
-1
28.7 28.8 28.9 28.7 28.8 28.9
Tiempo Tiempo

Figura 7: Desarrollo animado durante la interaccion con
Vr =1cm/s;m=100g; Vuy=0.667 c/s.

La incorporacion de las ecuaciones (6)-(11) al
software de simulacion permite mostrar la dependencia
temporal de las velocidades absolutas de ambos discos.
Los resultados se incorporan en la figura 8, la cual
muestra, en cuatro instantes de tiempo sucesivos el
proceso de intercambio de las velocidades absolutas
durante la interaccion.

= =

Vic X 3004 N N\ %014
\Wi
_ _ \
2 2
s 2 /
Vie = Vie / \\iog
Tiempo [Seg) Tiempo [Seg]
Vie \ | ‘A N\ 3014
\\ \\/
: \ : \
: A
: / . /
. Ve J1\ e

I
28 29 22 03 204 08 209 22 w3 w4

e R
Figura 8: Dependencia temporal de las velocidades
absolutas para ambos discos para Vmeo= 1 m/s, Vaeo=0y V
— lem/s

En la figura 9, se muestran las curvas animadas

correspondientes al movimiento en la direccion de n

Vel. relat. direccién n Fuerza

1
\ 30
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28.7 28.8 28.9 28.7 28.8 28.9
Tiempo Tiempo
Vel. relat. direccion n Fuerza

1
\ 30
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28.7 28.8 28.9 28.7 28.8 28.9
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28.7 28.8 28.9 28.7 28.8 28.9
Tiempo Tiempo

Figura 9: Desarrollo animado durante la interaccion para el
movimiento segun 1
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CONCLUSIONES

El presente trabajo de simulacion animada constituye un
complemento eficaz a la ensefanza del tema por cuanto
permite incorporar un mecanismo interactivo concreto y
familiar al alumno, tal es el caso de la interaccion
elastica. Se abordo el problema de choque de discos de la
manera mas completa posible al agregar el intercambio
de momento angular y los conceptos de conservacion en
relacion a este tema. Finalmente, otro aspecto a
considerar es la visualizacién de la fuerza y torque
interactivo y su papel en el intercambio de momentos
lineales y angulares.

Consideramos que la presente simulacion concreta un
aporte significativo a asignaturas de Fisica basica y
Mecanica.
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