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El presente trabajo tiene como objetivo describir el perfil de la altura de una gota bajo el efecto
de la gravedad y de fuerzas moleculares de corto y largo alcance que tienen lugar entre el liquido
y el sustrato que la soporta. Estas tltimas son descriptas mediante un potencial que modela la
competicién entre fuerzas de atraccién y repulsién, del tipo potencial con exponentes (4,3). Se
estudian los efectos sobre la morfologia de la gota, sobre sus pardmetros caracteristicos y sobre la
regién para la cual existen soluciones estables. Se encuentran soluciones analiticas para algunos de

estos parametros y para el perfil de altura.
Palabras Claves: peliculas delgadas, fuerzas moleculares de atraccién-repulsion, film precursor.

The aim of this work is to describe the thickness profile of a droplet under the effect of gravity
and molecular forces of long and short range arising between the liquid and the substrate that
supports it. The latter are described by using a potential-type disjoining-conjoining pressure term
with exponents (4,3). We study the effects on the morphology of the drop, their characteristic
parameters and the region for which stationary solutions exist. Analytical solutions are found for

some of these parameters and also for the thickness profile.

Key Words: thin films, disjoining-conjoining pressure, precursor film.

I. INTRODUCCION

Entre las diversas fuerzas involucradas en las peliculas
liquidas delgadas con lineas de contacto triple (liquido-
sélido-aire), se destacan las fuerzas de origen molecular
ejercidas entre el fluido y el sélido que lo soporta, las
cuales son responsables de efectos a pequena y a gran es-
cala [1-3]. Estas se modelan a través de un potencial de
repulsién-atraccién (disjoining-conjoining pressure), un
concepto introducido por primera vez por Derjaguin [4],
y resultan tutiles tanto en el modelado de la forma de
la gota, como hipdtesis en el estudio de muchos otros
fenémenos [1, 5-18].

El objetivo principal del presente trabajo es describir el
perfil de la altura de una gota como resultado del balan-
ce de las fuerzas moleculares sélido-liquido, la capilaridad
y las fuerzas de gravedad, desde el film nanométrico que
rodea la gota hasta la regién macroscépica donde los efec-
tos moleculares son despreciables. Se estudian los efectos
de la gravedad sobre la morfologia de la gota, sobre sus
parémetros caracteristicos y sobre la regién para la cual
existen soluciones estables.
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II. MODELO

El modelo del potencial molecular IT que aqui emplea-

w5 (5] o

que modela la competicién entre dos fuerzas de origen
molecular actuando sobre el fluido en la regién cerrada
del sustrato. Los exponentes satisfacen la relacién n > m,
la constante h, es una posicién energéticamente favora-
ble molecularmente en el espesor. La constante k esta
relacionada con la constante de Hamaker.

Para gotas suficientemente grandes, tipicamente para
aquellas gotas con una altura méxima mayor o igual a
la distancia capilar a, los efectos de la gravedad ya no
pueden despreciarse. En este contexto, el flujo de una
gota inmersa en un campo gravitatorio viene dado por

oh 8 [ ,0%h] 8 [0 (1 1
(%Jrax[hawig}Jrax[h@x(h” hmﬂ

‘a% {h388x(gch)} ~0, (2)
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donde se han utilizado las variables adimensionales
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Para problemas donde se considere que la gota esta col-
gada del sustrato, se tiene que g. < 0, y en caso de que
esté depositada sobre el sustrato g. > 0.

III. DERIVADA PRIMERA Y COTAS

En particular, para gotas estacionarias y considerando
un potencial molecular con (n,m) = (4,3) obtendremos
la derivada primera como

h = hfitm)?
= W(—6h2<—1 . @)

+hh i (4 = 3hfiim) + 20 Fim + 39h i, ) -

Imponiendo que el segundo polinomio de la derecha en la
ecuacién 4 sea mayor que cero en un intervalo compren-
dido entre dos puntos para los cuales la derivada primera
sea cero, se obtiene el rango de h donde existen soluciones
de gotas estacionarias. Los puntos extremos con derivada
nula se corresponden a las posiciones del méaximo y mini-
mo de la gota que dependeran de Ay ¥ ge, €s decir, que
tendremos una regién en un plano Ay, vs. g. dentro de
la cual existiran soluciones al problema.

En la Figura 1, mostramos varias curvas de hi para di-
ferentes valores de la constante g.. Como puede apreciar-
se, a medida que g. disminuye, el méximo valor posible de
h tiende a h ;i , para el cual la solucién es un film plano
vy no existe estado posible de gota estacionaria. Contra-
riamente, a medida que g. aumenta, el maximo también
lo hace hasta que se alcanza un valor critico de g. (posi-
tivo) tal que no existe una altura méxima y, por lo tanto,
ningun valor de cota superior. Ambos valores criticos de
g. son funcién de Ay,

Figura 1. Comparacién de la derivada primera para varios
valores de g. con hyfim = 1,15. Nétese que para g. = 0,028
(inset), h, posee un sélo cero.

El valor minimo surge de igualar a cero el segundo
polinomio entre paréntesis de la ecuacién 4 y evaluarlo
en h = hyiim, obteniendo asi que este valor de g. minimo,
Je,min, Para un dado valor de h g, estd dado por

—4 + 3hyy
9e,min = 5 fibm . (5)
h
film

Las raices de la derivada primera son

Ho—hfilm,H1—0t+/3(0—22/3g> ;

g
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donde hemos definido las cantidades

_ 2(—1 + hfilm) _ 1
39c him 9213 ge hyp,

1/3
o= (n+ \/772+4<3) :
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Como se observa de la Figura 2, dado un valor de g. < 0,
la gota quedard acotada entre hjfy,, < h < Hs.

Figura 2. Curva de nivel para g. = —2,252. La raiz Hs es
negativa.

La Figura 3 muestra el aspecto tipico del grafico de
las raices para un valor g. > 0. En este caso, la regién
de soluciones viene dada por el intervalo de Ajfim,1 <
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heitm < Rpim,2, donde hgipm1 ¥ Rfim,2 vienen dados
por Hi(hfim1) = Hs(htitm,1) ¥ Hs(Rfiim,2) = Rfim.2,
respectivamente.

Figura 3. Curva de nivel para g. = 0,058.

IV. PERFIL DE LA GOTA

Integrando la ecuacién 4, obtenemos el perfil como
2H3(h — Hy)(h — Hp)
(Hy — H3)h2h,

hH,(Hs — Hy)(h — Hs)
H2(h — Hy)?

l‘(h, hfilmygc) - (6)

Hy(h— Hj)
Hy(h — Hy)

(—HlF [9(h), G] + (Hy — Ho)l1[E, (h), G

+H, II {E(I—I‘OHO) \I/(h).,G}) —JJ(Hz'-,hffilm»gc)
donde
B , h(Hs — Hy)
¥ (h) = arcsin [ M] (7)
B (H1 — HQ)Hg o H3
“= (Hy — H3)Hy’ =~ Hsz—H; )

La constante de integracién depende del valor de H;, que
serd Hy si g. < 0 o Hs si g. > 0. Notemos que el perfil
es inversamente proporcional a la derivada primera, con
lo cual, h = hyym, es un valor asintético de la solucién.

V. ANGULO DE CONTACTO

Para determinar el dangulo de contacto, debemos cal-
cular las alturas en las cuales la curvatura vale cero. Una
de ellas serd h = Ry, €l cual da § = 0 o 7. Una es
negativa, otra da el angulo de contacto con g. < 0 y las
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Figura 4. Comparaciéon de los perfiles para g. = 0, g =

—0,036 y g. = 0,036 para un mismo valor de de hg;im = 1,2.
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Figura 5. Comparacién de los perfiles para diferentes valores
de hyfiim con la misma drea A = 10.

otras dos cuando g, > 0. Estas dos tdltimas son las que
tienen sentido fisico y vienen dadas por

hlem - 1
ha :I: e+ Y + 2¢e —Y £ ——
<(h'lem - 1)3 + (1 - hlem)2 _ 8(1 - hfilm)>1/2
h’}%lm h}zlm gch?ilm /

donde el signo positivo corresponde a h, y el negativo a
hy. En las raices se han utilizado las siguientes definicio-
nes

v 24/3( hlem + 2h‘f’le h;l"zlm + GQCh;zlm) ’
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G

= +
3gchj£l.lm(L + V=203 + 2)L/3

Bajo la aproximacion de lubricacién, los dngulos deben
ser pequenos, lo cual nos da una restriccién sobre el in-
tervalo de valores de hy;, que se tomen. En la Figura
6 se muestra una comparacién entre el angulo de con-
tacto para el caso sin gravedad (g. = 0) y con gravedad
(9. = £0,036). Notemos que nuevamente, la curva con
gravedad negativa es inferior. Ademaés, la curva de g. po-
sitivos no tiene el mismo intervalo de valores posibles de
Ryitm, lo que esta relacionado con la regién de solucién
de gotas estables.

321/3gch‘}ilm

VI. CONCLUSIONES

Se presentan nuevas soluciones analiticas para la for-
ma de gotas bajo los efectos de la tensién superficial, de
la gravedad y de las fuerzas moleculares sélido-liquido.
Estas soluciones dependen tanto del espesor del film pre-
cursor elegido como del valor de g.

Se ha logrado demostrar que el perfil de la gota se
encuentra acotada a un intervalo hyy,, < h < H;, con
H; = Hj si la gota se encuentra colgada (g. < 0) o
H; = Hj si esta estd apoyada (g. > 0) sobre el sustrato.
A un dado volumen, la gota sobre el sustrato tiene una

v (t+ V=203 + 2)1/3

cota superior menor al caso sin gravedad, mientras que al
estar colgada, el méaximo es superior. De manera similar,
sucede con el dngulo de contacto de la misma. Adems4s,
puede observarse como el intervalo de soluciones de A s,
depende del valor de g., como se predijo de la expresién
de la derivada primera.

Figura 6. Comparacién del angulo de contacto para g. = 0,
g. = —0,036 y g. = 0,036.
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