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Usamos una variante de la complejidad estadistica en conjuncién con la medida de informacién

Fisher para analizar detalles de la dindmica caética de sistemas de tiempo continuo. La transicién al
caos se produce al variar uno o mas parametros del sistema. Las herramientas estadisticas utilizadas
permiten distinguir entre periodicidad y caos, entre distintos tipos de transiciones al caos.
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We use a variant of the statistical complexity in addition to Fisher information measure to an-
alyze details of chaotic dynamic of continuum-time systems. The statistical tools used permit to
distinguish between periodicity and chaos, between different types of chaos and between distinct

types of transitions to chaos.
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I. INTRODUCCION

Nos proponemos abordar el estudio de la dindmica de
sistemas no lineales de tiempo continuo apelando a dos
herramientas estadisticas: La medida de Fisher (F) y la
Complejidad estadistica (¢). La medida de informacién
de Fisher ha merecido gran atencién tltimamente en una
gran variedad de aplicaciones fisicas. Véanse, por ejemplo
las Refs. [1-8]. La complejidad estadistica tiene que ver
con patrones intrincados escondidos en la dindmica que
emerge de un sistema que son més simples que su dindmi-
ca [9]. Ciertamente un movimiento periédico no es com-
plejo. Tampoco lo es un ruido blanco pese a su caracter
impredictible dado que no contiene ninguna estructura no
trivial. Hay una diversidad de definiciones de complejidad
[10-12]. En nuestro trabajo usamos una complejidad que
se caracteriza por ser pequena tanto para un alto grado
de orden como para un alto grado de desorden, con un
méximo en algin estado intermedio. Una de las primeras
definiciones de complejidad con estas caracteristicas es la
asi llamada complejidad LMC por las iniciales de sus au-
tores, Ref. [13]. Un estudio pormenorizado de las genera-
lizaciones posibles de la complejidad LMC puede verse en
Ref. [14] y aplicaciones recientes en Refs. [15-19]. La con-
juncion de ambas herramientas estadisticas fue utilizada
para analizar distintos regimenes cadticos en sistemas de
tiempo discreto o mapas [20]. En este trabajo llevamos
este tipo de andlisis a sistemas de tiempo continuo.

En la presente contribucion se analizan dos sistemas de
tiempo continuo que alcanzan dindmicas cadticas como
consecuencia de sucesivas bifurcaciones de doblamiento
de periodo y demostramos que la complejidad estadistica
y la medida de informacién Fisher usadas conjuntamente
son una herramienta sensible para detectar y en algunos

casos anticipar bifurcaciones en la dindmica.

II. HERRAMIENTAS TEORICAS

A. Medida de informacién de Fisher

La medida de informacién de Fisher [2] fue definida ini-
cialmente como una medida que caracteriza a una fun-
cién de distribucién de probabilidades continua. Si f(x)
es una funcién de distribucién de probabilidad (FDP), la
medida de Fisher asociada con f(z) ps [2]

Firw) = [ o

En [20] se introduce una versién de medida de Fisher apli-

cable a una FDP discreta. Sea £ = {pj};'vzl un conjunto
discreto de probabilidades, la medida de Fisher es:
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El factor 1/4 se incluye a modo de normalizacién de mo-
do que el maximo valor alcanzable por F es la unidad,
y esto ocurre cuando casi todos los p;-s son ceros y sélo
algunos p;-s son finitos. Siempre que p; = pj+1 = 0 para
algin j o] j-ésimo término en la Eq. (2) es cero. Algu-
nas de las propiedades de la medida de Fisher original
pueden perderse en esta aproximacién discreta, lo cual
no es importante a los fines de este trabajo. La medida
de Fisher discreta es alta (cercana a la unidad) cuando las
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probabilidades estdn concentradas en unos pocos sitios.
Es igual a la unidad si la FDP es una funcién tipo delta
de Dirac o bien tiene varios picos disjuntos. Es baja si
las probabilidades estan mas distribuidas y es cero para
la FDP uniforme.

B. Medidas de la complejidad estadistica

En 1995, Lépez-Ruiz, Mancini, y Calbet (LMC) inven-
taron lo que hoy podria llamarse la forma canoénica de la
medida de complejidad estadistica [13] como el producto
de una medida de desorden, o entropia multiplicada por
un desequilibrio:

C[P] = H[PIQ[P]. 3)

Para un tratamiento exhaustivo de estas medidas, véase
la Ref. [14]. Como medida de desorden adoptamos la en-
tropfa de Shannon [21]

S[P] = —ij Inp;, (4)

normalizada, o sea:
H[P]=S[P]/InN (5)

dado que Smax = In N para el caso de equiprobabilidad.
A fin de definir un desequilibrio, (cudnto se aparta la
distribucién P de la distribucién uniforme P,) es nece-
sario definir una distancia entre FDP. En el trabajo de
LMC usaron la distancia euclidea entre ambas FDP. Re-
sulta mds eficaz para este problema [20] medir la distan-
cia entre dos FDP con la divergencia de Jensen-Shannon
[14, 22] entre la distribucién P y la FDP uniforme P.:

Q[P] = QuD’*[P, P.], (6)
donde
= P, es la distribucién uniforme,

= D75 la divergencia de Jensen-Shannon, esta defini-
da por

DJS[P,PS]:S|:P+P€:| _1 1

5 5SIPl— 5N, (7)

= v Qg es un factor de normalizacién [14]

—1
Qo= -2 {(N;;l) In(N+1)—2In(2N)+InN|

de modo que 0 < @ < 1.

C. Distribucién de probabilidades

Para evaluar la complejidad estadistica, el punto de par-
tida es determinar una distribucién de probabilidades P
asociada con la dindmica o la serie temporal en estudio.
Se han propuesto distintos procedimientos para la elec-
ciéon de P. Pueden mencionarse procedimientos basados
en la construccién de histogramas con datos de la serie
temporal [23], dindmica simbdlica [24], analisis de Fouri-
er [25], transformaciones wavelet [26], o probabilidad de
permutaciones [27].

Trabajamos con sistemas no lineales de tiempo contin-
uo cuya dindmica depende de un parametro de control.
A medida que este pardmetro va cambiando de valor,
la dindmica puede cambiar su comportamiento, pasan-
do por ejemplo de periédica, a biperidédica, cadtica con
diferentes atractores.

Una vez obtenida la serie temporal mediante integracion
numérica, para un valor dado del parametro de control,
seleccionamos todos los minimos locales de la serie. Una
dindamica periédica tiene un atractor que consiste en un
Unico punto en este “espacio de minimos”, dos puntos
si la solucion es biperiédica o una regién del espacio si
se trata de una dinamica cadtica. La FDP la obtenemos
construyendo un histograma con estos minimos. Asi, si
la dindmica es periédica, la FDP obtenida a partir del
histograma tiene un sélo p; distinto de cero. En un dia-
grama de bifurcaciones, donde graficamos todos los mini-
mos obtenidos para cada valor del pardmetro de con-
trol, obtenemos una linea unica en las regiones donde
la dindmica es estrictamente periddica, dos lineas cuan-
do es biperidédica, una linea “gruesa” si la dinamica es
cuasiperiodica, o una zona extensa en caso de dindmica
cadtica.

III. APLICACIONES A SISTEMAS DE TIEMPO
CONTINUO

Para cada uno de los sistemas estudiados se realizé un
analisis exploratorio de las series temporales y los diagra-
mas de bifurcacién de cada uno para determinar la du-
racion de sus regimenes transitorios, la longitud apropia-
da de los pasos de integracién, los distintas intervalos del
parametro de control asociadas con diferentes dinamicas,
la extensién de los atractores, etc. Con esto, se selec-
ciondé el rango de valores del parametro de control de
cada sistema a estudiar y el nimero de unidades tempo-
rales a descartar para eliminar el transitorio de las series
temporales. En todos los casos estudiados elegimos una
region del espacio de minimos que contuviera a todos los
atractores, la dividimos en mil celdas y contamos la can-
tidad de minimos que cae en cada una para obtener el
histograma.

Para cada valor del parametro de control de los sitemas
estudiados seguimos el siguiente procedimiento.

1. Obtencién de la serie temporal: se integra numéri-
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(d)a=0.42

(c)a=0.38

Figura 1: Espacios fase correspondientes al sistema (9), (10)
y (11) para distintos valores del pardmetro de control.

camente el sistema y se elimina el transitorio de la
serie temporal.

2. Obtencién de los minimos de la serie temporal: en
primera instancia se calculan los minimos de la se-
rie por comparacion de cada punto de la serie con
sus vecinos inmediatos. Luego se toma cada mini-
mo y los puntos anterior y posterior al mismo, se
ajusta una parabola con estos 3 datos y se calcula
su vértice, tomandose como minimo la ordenada de
dicho punto.

3. Construccion del histogramas de 1000 celdas en el
espacio de minimos.

4. Célculo de la medida de informacién de Fisher y de
la complejidad estadistica.

A. Rossler

El sistema tridimensional de Rossler es [29, 30]:

z = —(y+2) 9)
Y = x+ay (10)
2 =b+(x—c)z (11)

Se mantuvieron fijos los parametros b = 2 y ¢ = 4. Va-
riando a en el intervalo 0,32 < a < 0,42 el sistema ex-
perimenta una serie de bifurcaciones de doblamiento de
periodo, culminando en una dindmica aperiédica como
puede verse en la figura 1.

Para construir el diagrama de bifurcacién, integramos el
sistema variando el parametro de control a a lo largo
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Figura 2: Diagramas de complejidad y Fisher en funcién del
pardmetro de control comparados con el diagrama de bifur-
cacién del sistema (9), (10) y (11).

del intervalo indicado més arriba, con incrementos Aa =
0,0007. La integracion se hizo partiendo de condiciones
iniciales aleatorias, durante 10000 unidades temporales
en pasos dt = 0,01. Se descartaron luego los valores co-
rrespondientes a las primeras 500 unidades temporales
a fin de eliminar transitorios. A continuaciéon se cons-
truyo la serie temporal con los minimos locales, y se se-
lecciond el intervalo [Zmin, Tmax] = [—4,2,2,5] del espa-
cio de minimos, que fue dividido en mil celdas sobre las
cuales se construyé el histograma de frecuencias norma-
lizado. El diagrama de bifurcacién junto con los graficos
de la complejidad y la medida de Fisher en funcién del
parametro de control a se muestran en la figura 2.

En la figura 2 puede verse que en la region I el sistema
tiene una dindmica periédica de periodo uno. Como es de
esperarse, en esta region la complejidad adopta un valor
cero, un movimiento periédico no es complejo, mientras
que la medida de Fisher es igual a la unidad. La FDP es
lo més abrupta que puede ser: vale uno para un p; y cero
para el resto. En la regién II el sistema experimenta una
periodicidad de periodo dos. En esta zona la complejidad
adopta un valor aproximado de 0.1 y la medida de Fisher
también vale la unidad. La FDP consta de sélo dos picos
aislados. En la region III, se distinge un periodo cuatro.
Aqui C ~02y F ~1.

Si bien, tedéricamente, los fenémenos de bifurcacion de
doblamiento de periodo ocurren en un punto, la solucién
es de lenta convergencia antes y después de la bifurcacion,
por lo tanto, al aproximarse el parametro de control al
punto de bifurcacién, la solucién tiene alguna inestabi-
lidad que se expresa en un pequeno desplazamiento de
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Figura 3: Detalle del diagrama de bifurcacién del sistema (9),
(10) y (11)en donde se observan ventanas periédicas.

los minimos, la FDP se ensancha, la medida de Fish-
er toma valores menores que la unidad y la complejidad
aumenta. Aumento de complejidad y disminucion de la
medida de Fisher son indicadores de que se aproxima una
bifurcacién de un atractor més simple a uno mas com-
plejo como se evidencia en el primer tramo de la zona II
del diagrama de bifurcacién que se presenta en la figu-
ra 2 donde se produce una transicion de una dindmica
periddica de periodo un o a otra de periodo dos.

En la zona indicado como IV se produce una cascada de
doblamientos de periodo, que concluye en una dinami-
ca cadtica. Puede verse como la complejidad estadistica
aumenta su valor rapidamente a medida que transcurre
este cambio en la dindmica. Por otro lado, la medida de
Fisher va reduciendo su valor a medida que se producen
los doblamientos de periodo.

En la region V se contempla un comportamiento
aperiédico del sistema. Dicho comportamiento viene
acompafiado por una medida de complejidad alta, C' ~
0,485, y una medida de Fisher baja, F' ~ 0,05. En esta
region hay varias ventanas periddicas. Algunas de ellas se
observan en la figura 3 y otras no son visibles debido a la
resolucién de la figura, pero son detectadas por las medi-
das de informacién. En coincidencia con estas ventanas
la complejidad estadistica adopta abruptamente valores
bajos y la medida de Fisher adquiere repentinamente va-
lores altos.

La ventana mas notoria dentro de la regién estudiada se
da para 0,4088 < a < 0,4126. Alli, el atractor cadtico
converge abruptamente a un atractor de periodo 3, y a
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Figura 4: Espacios fase correspondientes al sistema (12) para
distintos valores del pardmetro de control.

medida que se va aumentando el valor del pardmetro de
control vuelve a producirse una cascada de doblamientos
de periodo que termina dando lugar a una nueva dinami-
ca cadtica. En la region de periodo 3 tenemos C' ~ 0,1576
y F'= 1. Mas tarde, mientras se producen los doblamien-
tos de periodo, la complejidad aumenta su valor y la me-
dida de Fisher lo reduce.

B. Oscilador no lineal paramétricamente exitado

Como segundo ejemplo analizamos el oscilador no lineal
[28, 30]

&+ wir + e[2ud + 6x% + gcos(U)x] + 2ax® = 0. (12)

Manteniendo fijos los parametros € = 0,1, wy = 0,1, § =
5,0, « = 4,0, Q2 =2,0y =1 usamos g como pardmetro
de control. Para g € [4,2,5,3] el sistema experimenta una
serie de doblamientos de periodo que desemboca en una
dindmica caética [30].

Este sistema fue integrado para valores de g dentro
del rango antes mencionado a pasos Ag = 0,002. Para
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Figura 5: Diagramas de complejidad y Fisher en funcién del pardmetro de control comparados con el diagrama de bifurcacién

del sistema (12).

cada uno de estos valores de g, se realizé una inte-
graciéon numérica de 7000 unidades temporales a pasos
de 0t = 0,01 y con las condiciones iniciales g = —10
y g = 10. De las 7000 unidades temporales se descar-
taron las 500 primeras para eliminar el transitorio. Como
espacio de minimos se tomé el intervalo [Tmin, Tmax] =
[—14,5,—13,5]

En la figura 4 se presentan espacios fase correspondientes
a este sistema para los valores del parametro de control
g =42 g =4496, g = 4,564 y g = 5,3, en los que se
ve, respectivamente, una dindmica de periodo uno, una
de periodo dos, una de periodo cuatro y una dindmica
cadtica. Para las dindmicas correspondientes a g = 4,496
vy g = 4,564, se presenta también un detalle del espacio
fase que permite diferenciar claramente los dos compor-
tamientos del sistema.

El diagrama de bifurcacién y las medidas C'y F' en fun-
cién de g estan en la figura 5. En ella se puede apreciar
que, dentro de la region I, el sistema tiene una dindmi-
ca periddica de periodo uno. Aqui la complejidad adopta
el valor cero y la medida de Fisher vale uno. En las re-
giones II y IV el sistema experimenta una periodicidad
de periodo dos. En estas zonas C ~ 0,1y FF = 1. En la
regién III, se distingue un periodo cuatro, con C' ~ 0,2
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y F' = 1. En este gréfico, al igual que en el correspon-
diente al sistema de Rossler se puede ver como, durante
las transiciones entre dos dindmicas periddicas de dis-
tintos periodos, tanto C' como F' presentan picos en sus
respectivos graficos. Es decir, durante estos procesos, la
complejidad ha experimentado un aumento de su valor y
la medida de Fisher una reduccién del mismo.

En la zona VII, la dindmica es claramente aperiédica. Los
valores tipicos de C'y F' para esta regién son, respectiva-
mente, de 0.44 y 0.58.

En las regiones V y VI, el sistema experimenta una suce-
sién de doblamientos de periodo que dan lugar a dindmi-
cas aperiddicas, y luego evolucionan nuevamente a nuevas
regimenes periédicos. Vemos como en estas regiones la
complejidad estadistica va aumentando su valor a medida
que se tiende a una dindmica cadtica y luego esta canti-
dad se reduce nuevamente al volver una dinamica periédi-
ca. Del mismo modo, la informacién de Fisher adopta un
valor igual a la unidad en los momentos de periodicidad y
simultaneamente con la complejizacion de la dindmica del
sistema, va adquiriendo valores cada vez mas bajos has-
ta llegar a medidas tipicas del comportamiento cadtico.
Luego de esto y, de forma coincidente con el retorno una
dinamica periédica, Fisher adopta nuevamente el valor
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Figura 6: Detalles de los diagramas de complejidad y Fisher
y del diagrama de bifurcacién del sistema (12) en las regiones
VIy VIL

0.45¢

0.35f

0.25}

0.15f _» 4.846<g<4.878 (periodo 2) | ~\\
0.11 — 2 —4.878<g<4.972 ]
% 4.972<g<5.3 (caos)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0.05

Figura 7: Plano F' — C para el sistema (12).

uno. En la figura 6 se presenta en detalle las regiones VI
y VIL

C. Diagrama F vs. C

En la figura 7 se presenta un grafico de C versus F para
el sistema 12 en el rango del parametro de control 4,86 <
g < 5,3. Puede notarse en el diagrama F'— C, dos puntos
asociados a dindmicas periddicas de periodos dos y cuatro

0.5 T
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0.251

0.2

0.15-

Periodo 2
(g=4.8787)
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FIP

Figura 8: Ruta al caos el sistema (12).

respectivamente que se encuentran ubicados sobre una
linea en la que F' = 1.

Si comenzamos a recorrer el grafico desde la region de
periodo dos, ubicada en la esquina inferior derecha del
mismo, seguimos luego por una linea que da cuenta de
una dindmica cadtica correspondiente al parametro de
control 4,846 < g < 4,878. Puede verse que los pun-
tos correspondientes a esta linea se concentran mayori-
tariamente en la region superior izquierda del grafico, a
excepcion de algunos correspondientes a la transicién en-
tre el régimen periddico y el cadtico que se encuentran
ubicados dispersos entre las esquinas inferior derecha y
superior izquierda. En 4,878 < ¢g < 4,918 hay alternancia
de dinamicas cadticas con ventanas periddicas. Eso hace
oscilar los puntos en el diagrama F' — C' de izquierda a
derecha.

Luego de esta dinamica cadtica nos encontramos de nuevo
en presencia de un perfodo dos (4,918 < g < 4,92), por
lo que la curva que estamos siguiendo vuelve a visitar el
punto inicial.

Se producen mas tarde dos dinamicas cadticas, corres-
pondientes a 4,92 < g < 4,926 y 4,926 < g < 4,932, sepa-
radas por una regién de periodo dos (g ~ 4,926). Durante
los regimenes cadticos, la linea en el espacio F'— C' explo-
ra la region central del gréafico, orientandose hacia la es-
quina superior izquierda del mismo. Durante la dindmica
periddica la linea vuelve nuevamente al punto de inicio.
Después de la tltima dindmica cadtica se vislumbra una
nueva dindmica periddica, en este caso, de periodo cua-
tro, que corresponde a 4,932 < g < 4,94. Aqui, en la linea
alcanza un punto correspondiente a la abscisa F' =1y
cuya ordenada es C' ~ (0,198.

Por tdltimo, en este grafico se ha representado la dinami-
ca cadtica correspondiente al rango 4,94 < g < 5,3. Se
ve como los puntos correspondientes a estos valores del
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parametro de control se ubican nuevamente préximos a la
esquina superior izquierda del gréfico, region tipicamente
correspondiente a dindmicas cadticas. Dentro de esta re-
gién, y en coincidencia con los valores del parametro de
control que tienen asociados ventanas periédicas puede
verse como los puntos en el grafico F' — C incursionan a
regiones préximas a la linea F' = 1. Particularmente se
distingue con claridad que para los pardmetros de control
asociados a una ventana periddica de periodo cuatro, los
puntos de la linea se ubican sobre el punto asociado al
periodo cuatro antes ubicado.

Finalmente seleccionamos una de las rutas al caos para
visualizarla en el plano F' — C, la cual puede verse en la
figura 8.

IV. CONCLUSIONES

Las medidas de complejidad estadistica y de informacion
de Fisher resultaron ser herramienta ttiles para distin-

guir entre dindmicas periédicas de distintos periodos y
dindmicas cadticas en sistemas de tiempo continuo.

La medida de informacién de Fisher es sumamente eficaz
para distinguir entre dindmicas periddicas y dindmicas
cadticas, presentando en las primeras un valor constante
igual a la unidad y valores menores en dindmicas mas
complejas o cadticas. Ademds, permite detectar y antici-
par las transiciones entre comportamientos peridédicos de
distintos periodos.

Por su parte, la complejidad estadistica permite distin-
guir comportamientos periddicos de distintos periodos,
asignandoles a cada uno un valor tipico que depende,
no obstante, del modo en que es construida la distribu-
cién de probabilidades utilizada para analizar el sistema.
En este caso, dichos valores son susceptibles al cambio
del nimero de celdas con que se construye el Histogra-
ma. También permite distinguir dindmicas periddicas de
dindmicas cadticas, ya que estas ultimas también poseen
valores tipicos distintos de los correspondientes a los com-
portamientos periédicos.
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