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Resumen

La divergencia de Jensen Shannon (JSD), una versién simetrizada de la divergencia de Kullback Leibler,
permite cuantificar la diferencia entre distribuciones de probabilidad. Debido a esta propiedad ha sido
ampliamente utilizada para el andlisis de secuencias simbdlicas, comparando la composiciéon simbdlica de
posibles subsecuencias. Una ventaja que ofrece JSD es que no requiere el mapeo de la secuencia simbdlica
a una secuencia numeérica, necesaria por ejemplo en el andlisis de correlacion espectral.

Se han propuesto distintas extensiones de JSD para mejorar la deteccién de bordes de subsecuencias en
una secuencia, en particular para el anélisis de secuencias de DNA.

Desde su propuesta original, la extensiéon propuesta por Tsallis a la entropia de Boltzmann Gibbs ha sido
considerada para extender sus resultados y aplicaciones. Sin embargo no surge una tnica posibilidad para
la extensién de JSD a partir de la definicién de Tsallis.

Consideramos aqui posibles extensiones de la JSD en el marco de la entropia de Tsallis y consideramos
los resultados que se obtienen cuando se aplican al andlisis de secuencias simbdlicas para la deteccién de
bordes de subsecuencias.
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Abstract

Jensen Shannon Divergence (JSD), a symmetrized version of the Kullback Leibler divergence, allows to
quantify the difference between probability distributions. Due to this property, JSD has been widely used
in the symbolic sequence annalysis by comparing the symbolic composition of possible subsequences. One
advantage of JSD is that it does not require the symbolic sequence to be mapped to a numerical sequence,
which is necessary for instance in spectral correlation analysis.

Different generalizations of JSD have been proposed to improve detection of sequences borders, in particular
for DNA sequence analysis.

Since its original proposal, Tsallis entropy has been considered to generalize Boltzmann Gibbs Shannon
entropy results and applications. Different JSD Tsallis extensions have been suggested and its properties
analyzed.

We present here possible extensions of JSD in Tsallis entropy framework and consider the results obtained
when applied to DNA sequence analysis for subsequences border detection.

Keywords: Segmentation, entropic distances, Jensen-Shannon, non extensive entropy

1 Introduccién

Diversos problemas en Mecdnica Cuédntica, Mecanica
Estadistica, Teoria de la Informaciéon o Biofisica
pueden plantearse en forma conveniente en términos
de una divergencia: una regla para establecer una com-
paracion cuantitativa entre dos o mas distribuciones de
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probabilidad. Siguiendo distintos argumentos, se han
introducido medidas de divergencia alternativas en la
literatura, entre las que mencionamos la divergencia
de Kullback-Leibler, la de Jeffreys o la de Jensen-
Shannon; o las distancias de Wooters, o Bures. Estas
funcionales han sido utilizadas para el estudio de se-
ries temporales, establecer medidas de complejidad o
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distinguir entre estados cudnticos.

En particular el andlisis estadistico de secuencias
simbdlicas es importante en diversos campos como
lingiifstica o andlisis de secuencias de ADN. EIl uso
de funcionales provenientes de la teoria de la infor-
macién para el andalisis de secuencias simbdlicas pre-
senta la ventaja de que no es necesario el mapeo a una
secuencia numeérica como en el andlisis espectral o de
correlacién.

La divergencia de Jensen-Shannon (JSD) es una de
estas funcionales que permite cuantificar la diferencia
entre dos (o inclusive més) distribuciones de probabi-
lidad. JSD presenta ademés la ventaja adicional de no
requerir la continuidad absoluta de las distribuciones
a comparar. Asi la JSD puede utilizarse para com-
parar la composicién de los simbolos de dos secuen-
cias en principio diferentes asociando la frecuencia de
aparicion de cada simbolo con distribuciones de pro-
babilidad.

En su propuesta de generalizacién de la estadistica de
Boltzamnn-Gibbs, Tsallis(*) incorpora una definicién
no extensiva de entropia a través de una deformacién
de la funcién logaritmo

(1)

que se reduce a la funcién In(z) en el limite ¢ — 1.
Desde la formulacién de esta propuesta, ha desper-
tado gran interés la generalizacion de resultados y apli-
caciones basados en entropia. En particular distin-
tas generalizacones de la JSD han sido consideradas
y sus propiedades analizadas. Martins et al.(*) han
presentado algunas de estas posibles generalizaciones.
A su vez, en su trabajo sobre andlisis de secuencias
simbdélicas, Grosse et al.®® dan tres interpretaciones
intuitivas de la JSD que permiten caracterizar las gen-
eralizaciones propuestas para la JSD.

En esta comunicacién presentamos un estudio de la
aplicacién de estas generalizaciones al andlisis de se-
cuencias simbdlicas. En particular se considera la de-
teccion en una secuencia de la posicién de bordes de
subsecuencias de distinta composicién.

En la préoxima seccion se presenta la definicion de la
JSD y se incluyen las interpretaciones intuitivas antes
mencionadas. En la seccién 3 se presentan las posibles
generalizaciones de la JSD a la estadistica de Tsallis(!),
siguiendo las interpretaciones intuitivas. Estas inter-
pretaciones pueden ser de utilidad al considerar nuevas
generalizaciones de la JSD como en el caso de mode-
los markovianos®) a fin de detectar la correlacién en la
aparicion de los simbolos en una dada secuencia. En la
seccién 4 se presentan el método de segmentacion y los
resultados obtenidos en experimentos de control con
secuencias generadas a partir de distribuciones cono-
cidas. Finalmente en la seccién 5 presentamos un re-
sumen y las conclusiones de esta comunicacién.
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2 Divergencia de Jensen-Shannon

Diversas medidas han sido propuestas para cuantificar
la diferencia (o divergencia) entre dos distribuciones
de probabilidad. Consideramos aqui la divergencia de
Jensen-Shannon definida como sigue: denotamos por
p: la distribucién de probabilidad para un conjunto de
k simbolos, de manera que p; (e) es la probabilidad
del simbolo ey, en la distribucién i y por 7 () el peso de
la distribucion i; que deben satisfacer las restricciones

k
Zpi (er) =1

Se define la divergencia de Jensen-Shannon (JSD) en-
tre las distribuciones p; con sus respectivos pesos por

2

dor@) =1 (2)

i=1

2

Dpi,p2]=H lzﬂ(l) pit+

i=1

m (i) H[pi] (3)

2
i=

siendo

k
Hpi] = - Zpi (ej)In (p; (e5)) (4)

la entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon (BGSe) de
la distribucion p;.
La JSD satisface las siguientes propiedades:

1. partiendo de la desigualdad de Jensen para fun-
ciones concavas

D[p1,p2] >0 (5)
con la igualdad valida si y sélo si p1 = p2

2. D es simétrica en sus argumentos
D[p1,p2] = D [p2, pi] (6)

3. D esta bien definida auin cuando p; no sean ab-
solutamente continuas.

Cabe senalar ademéds que D puede extenderse a mas de
dos distribuciones manteniendo las propiedades enun-
ciadas.

A la JSD pueden darse
intuitivas®):

tres interpretaciones

2.1 Interpretacién desde la fisica estadistica

D puede interpretarse como la entropia de mezcla a
partir de la siguiente consideracién: supongamos 2 re-
cipientes conteniendo una mezcla de k gases ideales y
sea f; el vector de las fracciones molares de los gases
en el recipiente 7. Si el nimero total de moléculas en
el recipiente i es n; y N = nj +nso entonces la entropia
de mezcla al unir los recipientes es

S =kp |NHIE| = XL naH [£]

= NkpD [fy, )] ™)
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2
> (ni/N)f; v kp la constante de Boltz-

siendo f =

mann.
Los pesos se eligen como 7 (i) = n;/N en esta inter-
pretacién .

2.2 Interpretaciéon desde la teoria de infor-
macién

D puede interpretarse como la informacién mutua:
consideremos una secuencia S conformada por N
simbolos extraidos de un alfabeto A de k elementos
er. Sea p (ex) la probabilidad de encontrar el simbolo
er en una posicién dada de la secuencia S. Supong-
amos que la secuencia S estd dividida en 2 subsecuen-
cias 81, 82 de longitudes ny y nsy respectivamente, con
N = ny + ne. Supongamos que la secuencia & no
es estacionaria, de manera tal que la probabilidad de
encontrar al simbolo e, en una dada posicién de la
secuencia S; es p; (e). Consideremos ahora las vari-
ables aleatorias e con valores en A y s con valores en
{81, 82}. Sea p (e, j) la probabilidad conjunta de que
al elegir el simbolo en la posiciéon n de la secuencia S,
este simbolo sea ej, en la subsecuencia S;. La variable
e asume el valor ey, con probabilidad p (e;) v la vari-
able s el valor j con probabilidad 7 (j) = n;/N. Es-
tas ultimas son las probabilidades marginales definidas
por

2 k
E E ek; E e’La

Supongamos la extraccién de un elemento e de la se-
cuencia S, pero desconociendo a cudl subsecuencia
pertenece. La informacién mutua en e acerca de la
subsecuencia s de pertenencia se define por(®)

1) == blens (M> (9)

i=1 j=1 p(e’iaj)

y da una medida de la ganancia en informacién de la
subsecuencia s a partir del conocimiento del simbolo
e. La informacion mutua es la distancia de Kulback-
Leibler entre la probabilidad conjunta y el producto
de las probabilidades marginales. Notese que si y sélo
si las variables e y s son estadisticamente independi-
entes, I (i,7) = 0.

Tomando en cuenta las definiciones de las probabili-
dades marginales en (8) y la definicién de la probabi-
lidad condicional

p(ex,j)
7 (7)

st (22 oy

pj(ex) = (10)

podemos reescribir

Rl

i=1 j=1
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que operando algebraicamente podemos identificar
como

I(i,7) = D [p1,p2 (12)
siendo p; y p2 las distribuciones de probabilidad para

los smbolos en las respectivas subsecuencias, como
definidas en (10).

2.3 Interpretaciéon desde la matematica es-
tadistica

D puede interpretarse como el cociente del logaritmo
de verosimilitud: considérese una secuencia S confor-
mada por N simbolos donde la probabilidad para el
simbolo e; en una dada posicién es p(e;). Sea F;
el nimero de veces que se repite e; en la secuencia.
El principio de maxima verosimilitud sugiere que la
distribucién de probabilidades que hace méaxima la
verosimilitud

k
L(S|p)= Hp(ei)F“ (13)

es 7
p(ez‘) = ﬁz

de manera tal que el logaritmo de verosimilitud

(14)

k
InL = ZFilnpi

i=1

es maximo con p; = f; = F;/N, la frecuencia relativa
del simbolo e;.

Supongamos ahora que la secuencia S no es esta-
cionaria, sino que esté conformada por dos subsecuen-
cias estacionarias &1 y Sy de longitudes ny y no re-
spectivamente. La méxima verosimilitud para S en
este caso estd dada por el producto de verosimilitudes

maéaximas en cada subsecuencia

Hp] €i) Fid

donde ahora tenemos en principio una distribucién dis-
tinta para los simbolos e; en cada subsecuencia, p; (e;),
y donde F; ; es el nimero de veces que se repite el
simbolo e; en la subsecuencia S;. De esta forma obten-
emos que la maxima verosimilitud para cada subse-
cuencia corresponde a

L(S;|pj) (15)

.
= (16)
La diferencia

Aln LmaX = Z In Lj7ma,X —1In LmaX =ND (17)
j=1

es no negativa y se denomina cociente de verosimilitud
logaritmica.

Las interpretaciones presentadas pueden extenderse a
mas de dos subsecuencias de manera directa.
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3 Generalizacién a estadistica no extensiva

Tsallis(!) propone una generalizacién de la definicién
de entropia sustituyendo en su definicién la funcién In
por su deformacién lg, presentada en (1), y modifi-
cando el calculo de los valores de expectacién a

k
=Y pi(e)lalp; (i) (18)
i=1

Desde la aparicion de esta propuesta de generalizacion
de entropia se han considerado las extensiones de la
misma a los distintos campos de aplicaciéon. En par-
ticular han surgido generalizaciones de la JSD, que
pueden encontrarse resumidas en Martins et al.(?) y
que pueden asociarse con las interpretaciones antes
presentadas.

En una extensién directa como diferencia de entropias,
que puede enmarcarse en la interpretacién en 2.1, en-
contramos la propuesta original de Burbea y Rao(®)
que define

2
D) [py, pa) = Hy[p) = Y _ 7 (j) (19)

Jj=1

donde p y p; son respectivamente la distribucién de
probabilidad marginal definida en (8) y la distribucién
condicional definida en (10).

A su vez la interpretacién como informacién mutua
descripta en 2.2 da lugar a dos generalizaciones. Si
consideramos I como la distancia de Kullback-Leibler,
siguiendo a Tsallis(") en su generalizacién de esta me-
dida de distancia encontramos

)_iiﬁ(e“]) ( ﬁ(eiaj) >q_1_1
R e W AV AR )

(20)
Operando algebraicamente, e identificando I, con la

generalizacion de la JSD, esta expresion puede es-
cribirse en forma maés conveniente como

I8 (i

L 2 k .
DiY [p1.pal = = Y25y Yy 7 (5) s (e0)
(21)
[la (p (e:)) —la(p; (€:))]
segun fuera propuesta originalmente por Lamberti y
Majtey(®).
Alternativamente, partiendo de la relacién
I(i,j)=H[pl—Hl[p|n] (22)
donde

2 k
H[p|7r]:—zz p(ei,7)Inp; (e;) (23)

j=1i=1

es la entropia condicional® para el simbolo e; condi-
cionada a la subsecuencia s, Furuichi® propone gen-
eralizar la informacién mutua como

= Hy[p] — Hy[p |

() (24)
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Figura 1: Esquema del problema de deteccion de seg-
mentacion: la secuencia S estd conformada por ng
simbolos con distribucién de probabilidades p; segui-
dos de ny simbolos con distribucién de probabilidades
p2. El problema a resolver es encontrar el valor de nq
sin el conocimiento de las distribuciones de probabili-
dad.

generalizando la definicién de entropia condicional en
forma directa

Hylp | 7| = (25)

2 k
_ZZ q eta] 1qp]( )

j=1i=1

con lo cual la generalizacion de la JSD puede expre-
sarse como
F k
D [p1,pe] = = X1 [p (e)la (p (e) —
2 .
— > 5—1 0% (e, 3) 1 (pj (ed))
(26)

4 Método de segmentacion

Consideremos nuevamente una secuencia S constituida
por simbolos e extraidos de un alfabeto A de k el-
ementos. Supongamos que la secuencia es de com-
posicion heterogénea, conformada por dos subsecuen-
cias S1,S2 homogéneas. Denotamos por f;; la fre-
cuencia de aparicién del simbolo e; en la subsecuencia
S;. Suponemos ademds que la subsecuencia S; tiene
largo n;, con N = ny + ny el largo de la secuencia
S, pero suponemos desconocida la posicién en la se-
cuencia donde cambia la conformacién. El problema a
considerar por consiguiente es determinar el punto de
segmentacién en la secuencia; i.e. el valor de ny. En
la figura 1 se ilustra esquematicamente la conformacin
de la secuencia y el valor a determinar.

Supongamos que la conformacién de la secuencia esta
regulada por distribuciones de probabilidad para la
aparicién de los simbolos, diferentes para cada subse-
cuencia. El problema a resolver es determinar el punto
de segmentacion (la posicién a partir de la cual cambia
la composicién) en la secuencia.

Las distribuciones de probabilidad que regulan la con-
formacién de la secuencia no son directamente acce-
sibles. Sélo podemos determinar en forma directa las
frecuencias f; ; que dependeran de la posicién que se
asuma para el punto de segmentacion. Podemos asi
calcular una aproximacién a la JSD sustituyendo las
distribuciones de probabilidad condicionales, p; (e;)
por las frecuencias f; ;. En consecuencia los valores
que tome D, para un dado punto de segmentacion
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0.010

0.008

0.006

(8)
D,

0.004

0.002

0.000

10000
punto de segmentacion

Figura 2: Promedio de DSIB) sobre 10* secuencias for-
madas por dos subsecuencias de 10* elementos cada
una. Los valores se han calculado con la generalizacién
de Burbea y Rao (ver texto) para distintos valores
del parametro (;1 Nétese la disminucién en el valor

o B .
maximo de DSI con el incremento de g.

asumido, variaran con cada muestra, aun cuando cada
muestra esté generada por la misma distribuciéon de
probabilidades.

Un estimador de D, que cuantifique la diferencia entre
las dos distribuciones de probabilidad, debera alcan-
zar un valor maximo cuando el punto de segmentacién
elegido para el célculo de las frecuencias f; ; coincida
con la posicién en la secuencia donde cambia la com-
posicién.

En consecuencia el método de segmentaciéon a pro-
poner consiste en mover un cursor a lo largo de la
secuencia S y calcular el valor de D a partir de las
frecuencias f; ; determinadas suponiendo el punto de
segmentacién en la posicién del cursor. El punto de
segmentacién se toma como la posicién del cursor en
que D alcanza el valor maximo. Para corroborar esta
afirmacion y evaluar las posibles mejoras en el método
de deteccién usando generalizaciones no extensivas de
la JSD realizamos los experimentos de control sigu-
ientes:

Se toma un conjunto de 10% secuencias conformadas
por dos subsecuencias quiméricas de 10% elementos
cada una. Se desplaza un cursor a lo largo de cada se-
cuencia asi generada, se calcula D para cada posicion
del cursor y se promedian los valores obtenidos en
las distintas secuencias analizadas. Los resultados
obtenidos se muestran en las figuras 2 a 5. Se ha cal-
culado D con cada generalizaciéon considerada en la
seccién anterior. En todos los casos el valor ¢ = 1 es
el determinado por la JSD original definida en (3) a la
que se reducen todas las expresiones generalizadas en
el limite ¢ — 1.

En la figura 2 presentamos los resultados obtenidos
con la generalizacién en (7) segin la propuesta de
Burbea y Rao(®). Como puede verse en esta figura, la
posicion del punto de segmentacién queda bien deter-
minada, aunque el valor del maximo disminuye cuando
aumenta ¢. Dado que el valor de significacién(:?)
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punto de segmentacion

0 5000

Figura 3: Promedio de D((IL) sobre 10% secuencias for-

madas por dos subsecuencias de 10* elementos cada

una. Los valores se han calculado con la generalizacién

de Lamberti y Majtey (ver texto) para distintos val-

ores del pardmetro q. Nétese el incremento en el valor
[ (L) .

maximo de Dy’ con el incremento de q.

estd determinado por el valor de la JSD en el méaximo
concluimos que esta generalizacién a la estadistica no
extensiva no mejora la probabilidad de deteccién del
punto de segmentacion.
En la figura 3 se muestran los resultados obtenidos con
la generalizacién en (23) siguiendo la generalizacién de
Lamberti y Majtey®). Puede verse que también en
este caso la posicién del punto de segmentacién queda
bien determinada y ademés el valor del méaximo au-
menta con ¢, mostrando por lo tanto una mejora con
esta generalizacién a la estadistica no extensiva en la
interpretacién como informacién mutua siguiendo la
propuesta de Tsallis.

La figura 4 incluye los resultados obtenidos con la
generalizacién en (26) siguiendo la generalizacién de
Furuichi, completando los célculos con las alternativas

0.16

0.14 [~

WM
ocwowo

0.12

ocoo0aa

0.10

0.08

(F)
Dy

0.06
0.04

002

0.00 KE

punto de segmentacion

Figura 4: Promedio de DSIF) sobre 10* secuencias for-
madas por dos subsecuencias de 10* elementos cada
una. Los valores se han calculado con la general-
izacién de Furuichi (ver texto) para distintos valores
del pardmetro . Noétese que ain cuando el valor
maximo de DSIF) crece con el incremento de ¢, la
posicién del mismo no queda tan claramente definida
como en los casos anteriores.
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Figura 5: Comparacién de los valores promedio de
DSI*) sobre 10* secuencias formadas por dos subsecuen-
cias de 10* elementos cada una calculados con las dis-
tintas generalizaciones consideradas para ¢ = 2 (ver
texto y figuras anteriores). En el inset se han inclu-
ido los resultados correspondientes a Burbea y Rao
y Lamberti y Majtey en una escala ampliada para
una mejor apreciaciéon. Aun cuando los valores de
la generalizacién de Furuichi son claramente mayores
que los obtenidos con las restantes generalizaciones,
la posicion correspondiente al valor maximo no queda
tan nitidamente definida.

consideradas. Aun cuando los valores de méaximo son
mayores para esta generalizacién, mejorando en princi-
pio el criterio de significacion, en este caso la posicion
del punto de segmentacién no queda tan claramente
definida. Esta indefinicién en la posicién del maximo
hace que la mejora en cuanto al valor del maximo
obtenida con esta generalizacién (informacién mutua
de Furuichi) no facilite la deteccién del punto de seg-
mentacion.

Por ultimo en la figura 5 comparamos los resultados
obtenidos con las tres generalizaciones consideradas
para un mismo valor ¢ = 2. Resulta evidente que la
generalizacién de Furuichi da valores promedio may-
ores para Dy, en particular para el valor maximo. Sin
embargo, como ya fuera senalado, la forma de la curva
hace que la posicién del valor maximo no quede tan
claramente definida como en las otras generalizaciones
consideradas. Podemos concluir por lo tanto que, de
las alternativas consideradas en la seccién 3, la gen-
eralizacién mas conveniente para el método de seg-
mentacion es la propuesta en(®).

5 Resumen y Conclusiones

Se ha considerado la generalizacién de la divergen-
cia de Jensen-Shannon (JSD) en el marco de la es-
tadistica no extensiva propuesta por Tsallis. En par-
ticular se han comparado tres propuestas alternativas
que pueden asociarse a las interpretaciones intuitivas
presentadas en().

La generalizacion de la JSD, DSIB), que hemos de-
nominado de Burbea y Rao(®), correspondiente a la
sustitucién directa de la definicién de entropia tradi-
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cional de Boltzmann-Gibbs-Shannon por la entropia ¢
de Tsallis en la definicién de JSD, presenta una dismin-
ucién del valor promedio maximo con el incremento de
q. Desde este punto de vista esta generalizacién no re-
sulta conveniente para el método de segmentacion.
La segunda generalizaciéon considerada, DSIL), prop-
uesta por Lamberti y Majtey(® presenta el compor-
tamiento deseado: un aumento en el valor promedio
maximo con el incremento de ¢. El valor maximo de-
termina la posicién del punto de segmentacién en la
secuencia.
La tercera generalizacién considerada, D((IF), siguiendo
la propuesta de Furuichi(®) presenta también un incre-
mento en el valor promedio méximo con el aumento en
el valor de ¢. Sin embargo, con esta generalizacién, la
posicion del punto de segmentacién no queda tan ne-
tamente definido como en los casos anteriores, si con-
sideramos la forma que adopta la curva.
En conclusién encontramos que de las generalizacions
propuestas para la JSD a estadistica no extensiva
presentes en la literatura, la mas apropiada para el
método de segmentacién resulta la propuesta por Lam-
berti y Majtey®).
Esta conclusién reviste importancia no sélo por la
utilidad en la aplicacién del método de segmentacién
considerado. Ha sido propuesta recientemene®) una
generalizacién del método de segmentacion basado en
modelos markovianos. Resulta de interés analizar la
extensién del método en modelos markovianos a la es-
tadistica no extensiva de Tsallis. Trabajo en esta linea
estd en desarrollo y sus resultados se presentaran en
futuras comunicaciones.
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