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La hamiltoniana que describe fermiones compuestos es presentada usualmente en forma fenomenoldgica,
conociendo de antemano la forma funcional que se espera para describir tal sistema. En este trabajo, utilizando
una lagrangiana de gauge no relativista U(1) x U(1) de electrones en un campo electromagnético, mostramos
cémo obtener la hamiltoniana de campo medio que describe fermiones compuestos en 2+1 dimensiones en
forma rigurosa. Ademds, comparamos estos resultados con los que obtenemos al considerar la inclusién de un
término de masa topoldgica para el campo electromagnético en la lagrangiana.

Palabras claves: teorfa cudntica de campos, formulaciones langragianas y hamiltonianas, método de Dirac.

By assuming the expected functional form which describes composite fermions, the Hamiltonian is usually
presented in a phenomenological way. In this paper, by using a U (1) x U(1) nonrelativistic gauge Lagrangian
for electrons in an electromagnetic field, we show how to obtain the mean field Hamiltonian describing rigor-
ously composite fermions in 2+1 dimensions. In addition, we compare these results with those obtained when
considering the inclusion of a topological mass term for the electromagnetic field in the Lagrangian.

Keywords: Quantum field theory, Lagrangian and Hamiltonian formulations, Dirac method.

I. INTRODUCCION

El estudio, desde el punto de vista cudntico, de sistemas
electrénicos en bajas dimensiones, es decir, en planos y
cadenas de dtomos en lugar de los sdlidos tridimensionales
usuales, es un tema de enorme interés actual en el campo
de la materia condensada. Ello se debe, entre otras cosas, a
que estos sistemas presentan caracteristicas especiales que
llevan a fenémenos tales como la superconductividad de
alta temperatura critica y a propiedades magnéticas parti-
culares, con potenciales aplicaciones tecnoldgicas.

Una forma de estudiar estos sistemas es en base a la
teorfa cudntica de campos. Otra forma consiste en utilizar
la teoria cudntica de muchos cuerpos [1], implementada
mediante técnicas analiticas y computacionales.

En refs. [2, 3], hemos propuesto modelos de particu-
las compuestas y los hemos estudiado en base al primer
mecanismo citado en el parrafo anterior. Estos modelos
constituyen generalizaciones de los modelos analizados en
refs. [4—6] mediante el segundo mecanismo.

En esta situacién, nuestro propésito es vincular los re-
sultados obtenidos en refs. [2, 3] con los correspondientes
a ref. [4] utilizando las técnicas usuales de teoria de cam-
pos. De esta manera, mostramos que se llega a las mismas
ecuaciones que en los modelos fenomenolégicos de mate-
ria condensada.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. En
sec. II, mostramos como obtener la hamiltoniana canéni-
ca a partir de la lagrangiana de partida. Luego, en sec.
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III, vemos qué cambios se producen al agregar un término
de masa topolégica para el campo electromagnético en la
densidad lagrangiana. Finalmente, en sec. IV, enunciamos
nuestras conclusiones.

II. DENSIDAD LAGRANGIANA

Consideramos una teoria de campos cldsica no rela-
tivista, con simetria de gauge U (1) x U(1) en dimensiones
2 + 1 para la interaccién electromagnética de electrones
t con un campo auxiliar de Chern-Simons (CS) a,, con
simetria U(1). La densidad lagrangiana singular que pro-
ponemos para describir esta interaccién es

1
L = i¢TDO¢ + %WD% - /“/)w
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+m€"’””auayap — ZF;,LVFILV' (1)

Los indices griegos adoptan los valores u,v,p = 0,1, 2.
Utilizamos unidades naturales donde &2 = ¢ = 1. La métri-
ca de Minkowski es g,, = diag(l,—1,—1) y £°!2
e'?2 = 1. La derivada covariante que involucra tanto al
campo de CS como al campo electromagnético, se escribe
como D, = 9, — ia, — ieA,, y designamos D* =
D? + D3. Ademds, F),,, es el tensor del campo electro-
magnético.

El campo de materia v es un campo espinorial cargado
que describe electrones, con carga —e, y m, €s su masa
efectiva. 11 es el potencial quimico de los electrones. La
constante ¢ introducida en la densidad lagrangiana sera de-
terminada mds adelante.
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Las variables de campos dindmicas independientes son
Ar = (au, A, Ya, 1/)2) y sus respectivos momentos
canénicos conjugados PZ = (p*, PV, wtl, m5) que se de-
finen a partir de ec. (1) como: PT = §L£/5Az. En es-
tas expresiones, los indices griegos asumen los valores
a, B8 = 1,2. La densidad hamiltoniana candnica se define
como H, = a,p" + A, P" + ¢t +¢fr — L, resultando

1 .. .
He = ———=eYag0a; + O;app’
1o 00:0; op
1 g 1
+1FijF” + 0; Ag P — §P1P,»
1
2me

+uplp — T (ag+eAg)y — YID*Y, (2)

donde los indices latinos adoptan los valores ¢, = 1,2.
El momento P* no genera vinculo y asume la expresion
P = F0_ Los vinculos de primera clase son

e

Y = edipt — P+ —=90;a; =0,  (3)
4

Sy = otr—yrt — éaipi ~0), (4)

5 = p’ =0, )

Y, = PY'~0. (6)

y se eligen las siguientes condiciones de fijado de gauge

0, = d'a; ~0, (7
O, = 0'4; =0, (8)
O3 = ag~0, )
O, = V24, -0,P'~0. (10)

Todos los anteriores resultados han sido demostrados for-
malmente en ref. [2].

Al imponer los corchetes de Dirac finales, debemos
tomar como ecuaciones fuertemente iguales a cero los vin-
culos del modelo y las condiciones de fijado de gauge.
Luego, las siguientes variables de campos quedan deter-
minadas:

ag = 0, (11)
1 0; Pi(y)
A = — [ d¥y= 12
O(x) dn Y |X — y| ) ( )
p’ =0, (13)
) 1

= —eYa; , (14)

P LYol !
P’ =0, (15)

1
mh =~ (16)

T—1
Ta = 1 D) ¢oz a7
Reemplazando los momentos (16) y (17) en ec. (4) resulta
9P = —epTyp. (18)
En consecuencia, el potencial escalar dado en ec. (12) toma
la forma
t
Ao(z) = _i/d2yw_ (19)
4 Ix -yl

2

El término eAgt)e) presente en la densidad lagrangiana
de partida da origen a una densidad coulombiana, la cual
es agregada ad hoc en ref. [4].

Calculando la derivada espacial del momento p* dado en
ec. (14) y reemplazandola en ec. (3), obtenemos la siguien-
te identidad

2;¢§an-i:—1ﬂw. (20)

En ref. [4], esta ecuacion es tomada como un vinculo de la
teorfa. En dicha densidad lagrangiana aparece este vinculo
afectado por ag, desempenando el rol de multiplicador de
Lagrange. El rotor del campo de CS se asocia a un campo
magnético V x a = B. A partir de ec. (20), puede verse
que la distribucién del campo magnético de CS coincide
con la distribucién de particulas.

De esta manera, queda especificada la relacién entre
la densidad electrénica y los cuantos de flujo magnético.
Asf, la densidad lagrangiana (1) describe un sistema de
fermiones compuestos, donde ¢ es la intensidad del tubo
de flujo en unidades de cuanto de flujo 27, como se descri-
be en ref. [2]. En consecuencia, los fermiones compuestos
se comportan como fermiones libres en un campo magnéti-
co efectivo B* = B — BB, donde B = V x A es el campo
magnético fisico. En la aproximacion de campo medio, el
campo B* se considera constante y uniforme [7].

Reemplazando todos los resultados hasta aqui
obtenidos en ec. (2), obtenemos
1
He = H + gty — o— 9T D%p, @21
2me
donde
1 1.
Hzm = _EPZPZ + ZF”Fij . (22)

Como el campo A; verifica el gauge de Coulomb dado
en ec. (8), el potencial vector resulta transversal, y se puede
mostrar que

1 1 .
_§PlPi =Hcou — iaoAlaoAi , (23)

con
1
Heowa = [dyptOVix-yinly), @9

donde V(x —y) = e?/4n|x — y|y p = ¥To.

Por otro lado, siguiendo ref. [8], el campo eléctrico
puede separarse en las partes transversal y longitudinal
E = E- + El, donde EX = —9yA y El = —V A,.
Asi,

1 , 1 .. 1
—iaoAlaoAi + ZF”Fij =3 [(E)?+B? . (25
Finalmente, la densidad hamiltoniana candénica queda

1
Hc = HCoul +/~”/)T7/J_ %W'DQUJ

% [(E1)? +B?] . (26)
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III. INCLUSION DE UN TERMINO DE MASA
TOPOLOGICA

Como es conocido, el agregado de un término de CS a la
accién de Maxwell conduce a la electrodindmica topoldgi-
camente masiva (2+1)-dimensional [9]. En esta teoria,
aparece una ley de Gauss modificada, con el resultado que
cualquier particula cargada transporta un flujo magnético
proporcional a su carga.

En esta seccion, estudiaremos las diferencias que sur-
gen al agregar a la densidad lagrangiana original £, dada
en ec. (1), un término de masa topoldgica para el campo
electromagnético

1
Lom =L+ 5" A, 0,4, 7)

donde la masa topoldgica es 27/c y el flujo magnético
ligado a los electrones es ahora e /2.
En este caso, la densidad hamiltoniana candnica resulta

tm __ 1 AL D.
H" = He. 20_6 A; P
—iA-Ai — is“’A ;A (28)
]2 % 2% 0 iy,
donde H. estd dado en ec. (2), y ahora P* = F® +
(1/20)e% A;.
Los tnicos vinculos de primera clase que se modifican
respecto de los anteriores son

1 ..
imo— 9y — 55004, ~ 0, (29)

S — ——c0,A; & 0. (30)

ztm, —
2 20e

Asimismo, sélo cambia la siguiente condicion de fijado
de gauge:

1 ..
O =04+ %e”aiAj ~0. 3D

Estos resultados han sido demostrados formalmente en
ref. [3].

Trabajando de la misma manera que en el caso descripto
en la seccion anterior, se puede demostrar que el vinculo
(20) sigue siendo vélido.

La componente Ay queda determinada ahora como

[ et @) + 2904,()
47 Ix —y|

Ao(z) = . (32)

Finalmente, la densidad hamiltoniana candnica resulta

1 1 ..
H" = _§€AO¢T - %5”14031'.4]' +upte

1 t 192 } 1N\2 2
2me¢D¢+2[(E >+ B% . (33)

Si reemplazamos Ag de ec. (32) en ec. (33), podemos rela-
cionar esta densidad hamiltoniana con la de la seccién an-
terior en la forma

H™ = He+ e/dygijaiAj(y)W(w)w(x)
8o

x -yl
N e90;A;(x)¢T (y)v(y)
8mo Ix —y|
99 A . kl
8mo? Ix -yl

IV. CONCLUSIONES

En el tratamiento usual de modelos que consideran la
interaccién electromagnética de fermiones compuestos se
parte de una hamiltoniana fenomenolégica. En este traba-
jo, hemos demostrado que utilizando las técnicas usuales
de la teoria de campos, se puede llegar a la misma hamil-
toniana (26).

Por otro lado, en sec. II hemos demostrado como la in-
teraccién de Coulomb aparece en forma natural mientras
que en la formulacién usual es introducida ad hoc. La ec.
(20) en la formulacién usual es tomada como un vinculo
de la teoria. En este trabajo, deducimos su validez a partir
de la estructura de vinculos.

Finalmente, en sec. III vemos cémo la inclusiéon de un
término de masa topolégica para el campo electromagnéti-
co en la densidad lagrangiana introduce términos de inte-
raccién ausentes en la hamiltoniana canénica de sec. II.
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