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Resumen: Diversos fenémenos en Quimica o Biologia pueden modelarse como un problema de difusién
entre obstdculos fluctuantes. A modo de ejemplo mencionamos la migracién de pequenas moléculas a
través de proteinas como la mioglobina. EIl modelo de difusién puede plantearse como una Caminata
Aleatoria de Tiempo Continuo (CTRW) en una regién finita limitada por barreras que fluctian entre
un estado cerrado que impide el paso de la particula, devolviéndola a la regiéon de procedencia, y un
estado abierto que permite el paso de la particula. La presencia de estas barreras fluctuantes favorece la
probabilidad de transmisién de la particula a través de la regién: la probabilidad de que una particula
que ingresa por el extremo izquierdo abandone la regién por el extremo derecho. Se presenta en esta
comunicaciéon un modelo de CTRW sesgado para una particula en una regién finita limitada por dos
barreras fluctuantes. Se trabaja en particular en la situacién intermedia en la que la tasa de fluctuaciones
de las barreras es comparable con la tasa de transiciones en el desplazamiento. Se analiza la dependencia de
la ganancia en transmisién en funcién del sesgo de la distribucién de probabilidades para el desplazamiento
de la particula, la relacién entre las tasas de transmisién y fluctuacién y la longituda de la regién.
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Abstract: Several Chemical or Biological phenomena can be modeled as diffusion between fluctuating
gates. As an example we mention small molecules migration through proteins as in mioglobin. Diffusion
can be outlined as a Continuous Time Random Walk (CTRW) on a finite region limited by fluctuating
barriers between a closed state, preventing particles to leave the region, and an open state, allowing the
particles to leave the region. The fluctuating barriers increases the transmission probability of particles
through the finite region: the probability that a particle entering on one extreme leaves the region
at the other extreme. It is presented in this communication a biased CTRW model limited by two
fluctuating barriers. It is considered here the intermediate situation when the barrier fluctuation rate
and the CTRW transition rate are of the same order. It is annalized the transmission gain as a function
of displacement bias and the relationship of the fluctuation and transition ratio and the length of the region.
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Introduccion

fluctuante se ha estudiado frecuentemente en una de

Procesos tales como la difusién de un ligando en el in-
terior de una proteina, por ejemplo la mioglobina, no
ocurren naturalmente dentro de un medio estatico. Se
ha establecido que las fluctuaciones influyen marcada-
mente sobre las propiedades de transporte[l, 2, 3, 4],
por lo tanto se puede describir a partir de modelos
de difusién een presencia de barreras fluctuantes (en
particular con fluctuaciones entre dos estados)[5]. El
movimiento de particulas en un medio desordenado

dos situaciones extremas: asumiendo que las fluctua-
ciones temporales son extremadamente rapidas cuando
se las compara con la escala de tiempos del desplaza-
miento de las particulas que difunden o por el contrario
suponiendo que las fluctuaciones son extremadamente
lentas comparando con la misma escala. Mas recien-
temente se han comenzado a estudiar procesos en la
situacion intermedia, en la que las escalas de tiempo de
la difusién y de las fluctuaciones son comparables|7, 8],



0 Api APd i
estadoa © O --- o & o o o
r=0 fz=n+1
Api Apd
estadocOHO"' o & o oHo
T = r=n+1

Figure 1: Esquema del modelo unidimensional formu-
lado. La tasa de transiciones entre sitios es A y la
tasa de transiciones para cambio de estado de las bar-
reras es (. En cada salto del caminante la probabilidad
de ir hacia la izquierda se denota por p; mientras que
la probabilidad de ir hacia la derecha se denota por
pa- En el estado a (barreras abiertas) el caminante
puede pasar al sitio trampa en x = 0, considerandose
finalizado el proceso sin transmisién. Similarmente,
en el otro extremo el caminante puede pasar al sitio
trampa x = n+ 1, considerandose finalizado el proceso
habiéndose efectuado la transmisiéon. En el estado c
(barreras cerradas) las trampasen t =0y z =n+ 1
estan inaccesibles y el caminante no puede abandonar
la red.

lo que ha dado lugar al estudio del fenémeno de reso-
nancia en sistemas fluctuantes[9]. Se ha establecido que
en sistemas difusivos limitados por barreras fluctuantes
aumenta la probabilidad de transmisién a través de una
region limitada cuando se lo compara con el sistema en
ausencia de las mismas, lo que permite determinar la
ganancia en transmisién. Esto hace suponer que en el
tramo inicial de la caminata la presencia de las barreras
evita que la particula vuelva a la regién de salida[10].
En particular se ha planteado el estudio del proceso
de transporte en un sistema de barreras fluctuantes en
presencia de sesgo, encontrandose que la ganancia en
transmisién es maxima cuando no hay sesgo.

En esta comunicacion se presenta un cédlculo exacto
para la transmisiéon en un sistema sesgado de dos bar-
reras fluctuantes. El modelo propuesto corresponde
a una caminata aleatoria de tiempo continuo sobre
una red unidimensional finita no homogénea. En cada
extremo de la red se incluye una barrera fluctuante.
Se calcula la probabilidad de que un caminante que
ingresa en la red por el extremo izquierdo abandone
la misma por el extremo opuesto, denomindndose a
esta cantidad la probabilidad de transmisién. La com-
paracién con la ganancia en un medio equivalente sin
la presencia de sesgo permite determinar la influencia
del mismo en la difusién en medios fluctuantes.

2 Descripcién del modelo

Se presenta un modelo de CTRW sesgada con doble
atrapamiento dindmico[11] para la transmisién de una
particula browniana a través de una regién limitada
por barreras fluctuantes. La CTRW tiene lugar sobre

una red unidimensional finita con trampas dindmicas
en sus bordes, como se ilustra en la figura 1. Las tram-
pas dindmicas fluctiian entre un estado abierto o activo
y un estado cerrado o inactivo, identificAndose con los
estados abierto y cerrado de las barreras respectiva-
mente. Cada sitio en la red se identifica por un nimero
entero x con 0 < x < n+1, siendo n el ntimero de sitios
en lared. De esta manera una particula que realiza una
CTRW sobre esta red no la puede abandonar cuando
las barreras estan cerradas, en tanto que cuando las
barreras estan abiertas la particula puede ser atrapada
en una cualquiera de las trampas en los extremos. Para
una particula que comienza su trayectoria en z = 1
la transmision a través de la region se asocia con el
atrapamiento del caminante por la trampa ubicada en
x =n+ 1. Por el contrario, si la particula es atrapada
por la trampa en x = 0 no se produjo transmision.
Por lo tanto la magnitud a calcular para el proceso de
transmisién es la probabilidad de que una particula,
que comenz6 en z = 1 en el tiempo ¢t = 0, sea atra-
pada en 2z = n+ 1 (sin haber pasado por z = 0). Para
la consideracién del proceso de transmisién el estado
inicial de la barrera izquierda debe ser abierto.

La particula realiza una CTRW asimétrica con tran-
siciones a primeros vecinos y dindmica de transiciones
de primer orden con tasa A, descripta por la densidad
de probabilidad para el tiempo entre transiciones

Yo (m — x/;t) = [pi5l7w’_1 + Pad, ;41 e M (1)

con lo cual g (x — x/; t) dt es la probabilidad de que

el caminante concluya su estadia en el sitio x ' luego de
un tiempo ¢t de permanencia mediante una transicién
——"y

La fluctuacién de las barreras, a su vez, también
se supone descripta por una dindmica de primer or-
den simétrica con densidad de probabilidad para el
tiempo de permanencia en un estado particular (cer-
rado o abierto) f(t) = pexp(—put). El pardmetro
v es la frecuencia de transiciones para el ruido di-
cotémico que describe el cambio de estado de las bar-
reras. La solucién analitica encontrada corresponde a
la situacién en que las barreras cambian de estado sin-
cronizadamente.
Se supone ademas que los procesos de cambio de posicién
del caminante y de cambio de estado de las barreras son
estadisticamente independientes.

3 CTRW sesgada en ausencia de
fluctuaciones

En esta seccion se calcula la probabilidad de trans-
misién en ausencia de barreras (o con las barreras siem-
pre abiertas). La figura 2 ilustra esquemdticamente el
problema en consideracin. El resultado a obtener per-
mite valorar la influencia de las fluctuaciones de las
barreras en la probabilidad de transmision.

Se considera en primer término el problema de una
caminata aleatoria sesgada homogénea (en ausencia de
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Figure 2: Modelo de transmisién en ausencia de cam-
bios de estado de las barreras. Este problema resulta
equivalente a suponer que en el esquema de la figura 1
las barreras permanecen abiertas para todo t.

barreras y trampas) con la densidad de probabilidad
para el tiempo de pausa dado por (1). Se calcula la
densidad de probabilidad para el tiempo de arribo del
caminante a una posicién particular de la red. Este
resultado conocido se reobtiene a fin de presentar la
notaciéon a utilizar y porque los demds resultados se
expresaran en funcion de esta densidad.

Denotamos por GO (z;t | z0) la densidad de probabili-
dad condicional para el tiempo de arribo del caminante
a la posiciéon z en la red, supuesto que el caminante
comienza en t=0 su trayectoria en la posiciéon xy. La
densidad G (z;¢ | z) debe cumplir con la relacién de
recurrencia

GO (z;t | zo) = Op.00 (t—01T) +

+Z¢0 (w—x/;t)*G(O) (x’;tlxo) (2)

Jz=n+

w: f(u) = [;°,dte ™ f(t). En la expresién anterior
1o (u) corresponde a la densidad de probabilidad para

1el tiempo de pausa, que en el caso particular (1) en
consideracion es g (u) = A/ (u + A).

Se considera a continuacion el problema de trans-
misién en una caminata sesgada en ausencia de bar-
reras, en el esquema propuesto en la figura 2. Este
problema puede plantearse como uno de doble atra-
pamiento: suponemos un caminante que comienza su
CTRW en el sitio g = 1 y la presencia de dos tram-
pas perfectas (siempre activas) en las posiciones 2 = 0
y * = n + 1 respectivamente. Este problema equivale
a suponer en el esquema general que las barreras no
se cierran nunca. El comportamiento de las trampas
es tal que cuando el caminante llega a la posicién de
alguna de ellas desaparece de la red. El atrapamiento
del caminante en el sitio £ = n + 1 corresponde a la
transmisién a través de la region de interés, en tanto
que el atrapamiento en x = 0 significa que el caminante
no pudo atravesar la regién volviendo a la zona de par-
tida. Ambos eventos, atrapamiento en x = 0 y atra-
pamiento en x = n + 1 son mutuamente excluyentes y
por lo tanto la densidad de probabilidad para el tiempo
de llegada a la posicion x = n + 1, condicionado a que
no haya visitado previamente el sitio x = 0, es la den-
sidad de probabilidad para el tiempo de atrapamiento
enz=n+1.

Denotamos por G (z;t | xo) la densidad de pro-
babilidad para el tiempo de llegada del caminante a un

donde el simbolo * representa el producto de convolucién sitio z, 0 < z < n+1 suponiendo que la posicién inicial,

temporal entre dos funciones

f(t)*g(t)Z/Ot at' f(t=t")q(t)

La relacién de recurrencia en (2) se resuelve calculando
la transformada de Laplace en la variable temporal y
la de Fourier en la espacial, obteniéndose en la repre-
sentacion de Laplace

r—T r—x
R? UC\ ol

GO (zyu | zy) = Yo W) R
P

donde
Yo (u) = Zz/zo(x—x/;u)

Rp =  /Pdpi

R. = ™
Di 4)

1

R = -
to (u)?
1

¢ = o (u)

De aqui en més se indica la transformada de Laplace
de una funcién del tiempo mediante la sustitucion ¢t —

zo estd en la misma regién. El supraindice () indica
que la densidad corresponde al problema de doble atra-
pamiento.

La densidad G*) (z;t | zo) puede calcularse medi-
ante una generalizacion del método de inhomogeneidad
local planteado en [11], suponiendo una densidad de
probabilidad para el tiempo entre transiciones

¢(mx';t){wo(:€$’;t) 07§:c:7£n+1
0 =00z =n+1

(5)

’

xT

con g la funcién definida en (1).
El caminante desaparece de la red en los sitios trampa
y por lo tanto no hay trayectorias que comiencen en
dichos sitios. En los demés sitios suponemos que la
densidad de probabilidad para el tiempo entre transi-
ciones coincide con la del problema homogéneo.

La densidad de probabilidad para el tiempo de ar-
ribo deberd satisfacer una ecuacién de recurrencia sim-
ilar a la establecida en (2), con la sustitucién de la

nueva, (x — xl,t) para el tiempo entre transiciones
definida en (5)[10].

La solucion de la ecuacion de recurrencia en la rep-
resentacion de Laplace es

25
n+1 1 _C o

(t) . —
G (n+Lulwzg) =¢ 2D

(6)

con (¢ la funcién definida en (4).



Si evaluamos G® (n +1;t | zo) en 29 = 1 obten-
emos la densidad de probabilidad para el tiempo de
transmisién sin barreras y el resultado en (6) es su
transformada de Laplace. Evaluando en u = 0 obten-
emos

G (zy;u=0]x0) = / dt GY (zp;t | xo)  (7)
0

la probabilidad de transmisién, que denotamos por Ej.
La probabilidad de transmision resulta

1-C
Bo=1—Gnr1 (8)
donde
Pd
o="2 9
Y23 ©)

Con este valor deberda compararse la probabilidad
de transmisién para el sistema con barreras fluctuantes,
obteniéndose la ganacia en transmisién para medios
fluctuantes sesgado. Esta cantidad nos indicard la in-
fluencia del sesgo y si el mismo favorece la transmision.

4 Modelo de caminata multies-
tado sesgada

En esta seccién se presenta un modelo de CTRW mul-
tiestado sobre una red unidimensional infinita y ho-
mogénea. Los resultados a obtener se utilizardn en
la seccion siguiente para expresar la probabilidad de
transmisién a través del sistema de barreras fluctu-
antes.

Consideremos una CTRW en el espacio Q = z ® 1,
con x la posicién del caminante en la red e ¢ un indice de
estado interno que en la seccion siguiente sera asociado
al estado de las barreras, caracterizada por la matriz
de transicién con elementos en la diagonal

HZ-(S) (a: —x/;t) =y (a: —x/;t) e M

y elementos fuera de la diagonal

(10)

(11)

Notese que en el esquema propuesto, correspondi-
ente a una CTRW multiestado, se han descartado las
transiciones simultaneas de posicién y estado interno
por ser de segundo orden en dt: la probabilidad de que
una particula en un sitio de red al tiempo ¢ cambie de
posicién entre ¢t y t + dt es Adt (asimilable a la proba-
bilidad de falla [12]) en tanto que la probabilidad de
el sistema en un dado estado al tiempo ¢ cambie de
estado entre ¢t y t + dt es pudt. Dado que el cambio de
posicién del caminante y el cambio de estado de las
barreras se suponen eventos estadisticamente indepen-
dientes la probabilidad de que ambos eventos ocurran
simultdneamente es Adt udt. El problema a considerar
aqui no incluye la presencia de barreras y trampas.
Dada la suposicién de dinamica markoviana para am-
bos procesos, esta matriz no presenta los problemas

HYY (o - a'st) = pe s,

de regeneracién del sistema[13], que surgen en la con-
struccién de una matriz de transiciones mag general.

Se introduce a continuacién la densidad de proba-
bilidad para el tiempo de llegada al sitio (z,¢) para un
caminante que arranca en t = 0 en (xg,1%g), denotada
como GEZ—? (z;t ] xo). Esta densidad de probabilidad
debe satisfacer la relacion de recurrencia

GV (231 | 20) = 61,081,100 (t — 0F) +
’ m / (12)
+ZHZ.(3) (x—m ;t) *Gg',io) (;E it | CUO)
ac',j

La solucién de la ecuacién, en la representacién de
Laplace, es

» L o (@—20)g- (@—a0)
G (ziu | x0) = g
4 P
Bod®o | (& — wo)gy (@ — o)
(13)
con ¢, R, R. y R, los simbolos introducidos en (4) y
con las definiciones

o5t = utA+p
I
gt (@—wo) = RI™[Fp—= R, ]
(14)
2
()
G+ = uz;;\ZﬂRJr

5 Transmision con barrereras fluc-
tuantes en un medio sesgado

En esta seccion se considera la probabilidad de trans-
misién a través de una region limitada por dos barreras
fluctuantes mediante el modelo de CTRW multiestado
desarrollado en la seccién anterior. La caminata tiene
lugar sobre una red unidimensional como se ilustra en
la figura 1 y se discutié en la seccién 2. La matriz de
transiciéon para un sitio regular de red es la descripta
en (10) y (11). Para los sitios trampa la matriz de
transiciones sera

He o (z — 245t) = 032,416 (t — 07) (15)

El signo “+” corresponde a la posicién de la trampa
x; = 0 en tanto que el signo “-” a r; = n+ 1. Esta ma-
triz da una condicién reflectante cuando las barreras
estan cerradas. Para todo otro estado del sistema los
elementos de matriz son nulos, ya que no hay trayec-
torias que comiencen en el sitio trampa. Denotamos la
densidad de probabilidad para el tiempo de arribo a la
posicién x para una particula que comienza su cami-
nata en zo (0 < g < n+1) por G\ (z;t ] o), donde

2,20



Figure 3: Probabilidad de transmisién, Ey, vs. el
sesgo en la difusion, pg: probabilidad de salto hacia la
derecha, (ver descripcién del modelo) para una red de
20 sitios. Se incluye la dependencia paramétrica con
la tasa relativa de cambio de estado de las barreras,
tr = /A, En la insercién se incluye un grfico similar
para una red de 4 sitios.

el supraindice () indica la solucién del problema con
barreras fluctuantes. Utilizando nuevamente el método
de la inhomogeneidad local obtenemos esta densidad
en la representacién de Laplace [10]. En particular el
tiempo de arribo a n+1 corresponde al tiempo de atra-
pamiento en la trampa ubicada en ese extremo y por lo
tanto al tiempo de transmisién. En la representacién
de Laplace

GO (n+ Lulze) =Y [V‘;IL [Gslyy (1)
7 ,
con las definiciones de las matrices auxiliares
Ve=x""(n+Lul0)x(n+1luln+1)-
X (0;u | 0) x (0;u | n+1)
(17)
Gs=x"t(n+1lu| 0) G (n 4 1;u | o) —
=X (05w [ 0) GU™ (05 u | o)
Xi,j (a:;u | 33/) = GE?) (x;u | x/) —
(18)

=N "G (@ | @) Hy (zz - fﬂl;u)

l,l‘i

Noétese que aun cuando la estructura de la solucién
(16) es complicada, es un resultado exacto en la repre-
sentacion de Laplace.

El elemento de matriz Gt(lfg (n+1;t] 1) es la den-
sidad de probabilidad para el tiempo de transmisién
a través de la regién limitada por las barreras fluc-
tuantes. Tanto para el ingreso como para el egreso
de la regién de interés, las barreras deben estar abier-
tas. Notamos que esta densidad de probabilidad no
estd normalizada ya que no todas las trayectorias que

comienzan en x = 1 finalizan en x = n + 1. En efecto,
la integral

/ dtG) (n+1;t|1) =GY) (n+Lu=0]1)
0
es la probabilidad de transmision.

AT (n) + Q(2)up

E =
7 A D (0) + Q20 + 1)

(19)

donde

AE™ (n) = (1= phpl) (1 — 2 3 ) A(n)
(i, — ply) (i — ) A% (n)

Qr) = baa(l — &™) (1 — 1)
A(n) = (05,0 + Hido s

A*(n) = Repgps0?, 5+ 5 0ap

e
dij = (1= Repi)(1 — ﬁ)
0ij = (1 — Repi)(1 — Repy)

07, = (1= ) (1= 5om)

N oz
a=—PE 12 /EE 1
Ho = o 23 F \/)\(A+)+

_ JR. st pd < pi
HE=\1/R, i

m
(5)2]37” = |pi — pd

Pd > Pi
(20)

En la figura 3 se muestra la probabilidad de trans-
misién en funcién de la probabilidad de salto a la derecha
pq en el proceso difusivo para tres valores distintos de
la tasa relativa de cambio de estado de las barreras,
u/A. Como es de suponer, la probabilidad de trans-
misién aumenta con el sesgo a la derecha. No se obser-
van diferencias significativas para los distintos valores
de tasa relativa de fluctuaciones.
En la figura 4 se compara la probabilidad de trans-
misién en presencia de las barreras con la probabilidad
de transmision en ausencia de las mismas, a través del
cociente Ey/Ey. Se observa que la méxima ganancia
resulta para py; = 0.5, es decir en ausencia de sesgo.
Puede apreciarse ademds una asimetria en los valores
del cociente para valores pg # 0.5. Esta asimetria es
consecuencia de la condicién inicial del problema en
consideracion: la particula ingresa a la region por un
extremo de la red (z = 1 o extremo izquierdo en nue-
stro modelo) y la transmisién se produce cuando la
particula deja la red por el extremo opuesto (z = n+1
o extremo derecho en nuestro modelo). La presencia
de las barreras fluctuantes resulta incluso contrapro-

. L <
ducente con una deriva moderada a la izquierda (pg ~

3)para < ). Este efecto se hace més notable al au-
mentar la longitud de la red, como puede apreciarse
al comparar los graficos para n = 4 y n = 20. Pode-
mos interpretar este rsultado notando que la particula
ingresa desde x = 0 con la barrera abierta y, cuando
1 N A, la probabilidad de las realizaciones con retorno
inmediato no cambia significativamente. A su vez la
probabilidad de transmisién se ve reducida ya que en
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Figure 4: Ganancia en transmisién, definida como
E;/Ey: el cociente entre la probabilidad de trans-
misién en presencia de las barreras y la probabilidad
de transmisién en ausencia de las barreras, en funcién
del sesgo, indicado por pg. Como puede apreciarse la
maxima ganancia se da en ausencia de sesgo. Para
todos los casos se ha tomado A = 1.

el tiempo que demora el caminante en recorrer la red
la probabilidad de encontrar la barrera derecha cerrada
habra aumentado.

Por ultimo en la figura 5 se presenta el grafico de la
ganancia en transmisién en funcién del nimero de sitios
en la red para dos valores distintos de la frecuencia rel-
ativa de fluctuaciones. Encontramos aqui que la ganan-
cia de transmisién alcanza un valor asintdtico para re-
des largas.

6 Conclusiones

Se ha estudiado el problema de la transmisién difusiva
sesgada en un sistema de barreras fluctuantes, deter-
minandose la ganancia en la transmisiéon. Como se
aprecia en la figura 4, el maximo valor de ganancia,
dado por el cociente Ey/Ey, se da en ausencia de sesgo,
con pg = 0.5. Esto nos provee informacién sobre la
efectividad del sistema barrera-sesgo. Es decir, atin
cuando la transmisién se ve claramente favorecida por
el sesgo, la ganancia en transmisién nos muestra que
ambos procesos sélo seran efectivos para valores del
sesgo alrededor de 0.5. Cabe senalar que el resultado
analitico ha sido obtenido bajo algunas hipétesis sim-
plificadoras como la suposicién de procesos simétricos
para las fluctuaciones.

20

18 =25

0 20 40 60 80 100

Figure 5: Ganancia en transmisién en funcién de la
longitud de la red para dos valores distintos de la tasa
relativa de fluctuaciones de las barreras. Se observa
que los valores de ganancia alcanzan un valor asintético
cuando la longitud de la red aumenta.
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