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El esquema de los procesos de reaccién mediados por difusién resulta particularmente 1til para la for-
mulacién de modelos en areas de la Fisica, la Quimica, la Biologia y recientemente la Ecologia. En la
formulacién maés frecuente de este esquema se supone la difusién de un conjunto de particulas, la especie
mayoritaria que denominamos aqui A, en presencia de una trampa, la especie minoritaria que denominamos
T, supuesta en una posicién fija. Al encontrarse una particula A con T pueden dar lugar a una reaccién,
en general con una probabilidad finita. En estos modelos se supone que el coeficiente de difusién de las
partéulas A es igual a la suma de los coeficientes de difusiéon de ambas especies.

Sin embargo existen procesos en los que el modelo con ambas especies en movimiento constituye una mejor
aproximacion. Se considera en esta comunicacién un modelo de caminata aleatoria de tiempo continuo
sobre una red unidimensional en la que ambas especies pueden desplazarse. Se supone una distribucién
inicial uniforme de la especie mayoritaria en presencia de una trampa, representando la especie minori-
taria. Atdn cuando el pardmetro de red es el mismo para ambas especies, los coeficientes de difusién son
diferentes, estando determinados por la tasa de saltos. La reaccién no es inmediata en el encuentro de
ambas especies, dando lugar a realizaciones en las que los reactivos pueden separarse sin reaccionar.

Se presentan resultados analiticos en el dominio de Laplace para la probabilidad de reaccién, la tasa de
reaccién y la evolucién de la concentracién de la especie mayoritaria, analizindose las propiedades es-
tadisticas de la distancia entre la trampa y el vecino més préximo.

Palabras Clave: Trampa mévil, difusién-reaccién, Caminata Aleatoria, vecino mas préximo

Diffusion mediated reaction schema has been particularly useful for modelling processes in Physics, Chem-
istry, Biology and recently in Ecology. Usually it is assumed the diffusion of walkers, the majority species
designed here by A, in the presence of a trap designed here by T, the minority species, assumed in a fixed
position in the lattice. When a walker reaches the trap position the reaction may take place with an in
general finite probability. In these models it is assumed that the diffusion coefficient of the walkers is the
sum of the diffusion coefficient of both species.

Nevertheless there are processes that are better described by both species diffusing. We present in this
communication a Continuous Time Random Walk (CTRW) model on an one dimensional lattice in which
both species diffuse with different diffusion coefficients. It is assumed an uniform initial distribution of the

majority species in the presence of a trap, representing the minority species. Even when the lattice spacing
is the same for both species, the diffusion coefficients are different since we assume different transitions
rates. The reaction is not inmediate when both species meet at a lattice site and there are realizations in
which reactives move appart without reacting.

Analytical results are presented in the Laplace domain for the reaction probability, reaction rate and ma-
jority species concentration.

Keywords: moble trap, reaction-diffusion, Random Walk, nearest neighbor

Pacs N° 05.40+j; 05.40.-d

1 Introduccién limitante de la reaccién. La dindmica de los procesos

de reaccion mediados por difusién ha sido estudiada in-

Decimos que una reaccién A+ T — B estd controlada  tensamente a lo largo de los anos debido a su relevancia
por difusién cuando el desplazamiento de una de las  en diversos fendmenos en Fisica, Quimica, Biologia o
especies (o de ambas) es difusivo, siendo la difusién un ~ Ecologia. Uno de los primeros modelos, ampliamente
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difundido, formulado por Smoluchowski(!) asume que
una de las especies se encuentra en una concentracién
muy diluida (suponemos T" aqui), lo que permite asim-
ilar el proceso de reaccién a un proceso de captura de
las particulas A (la especie mayoritaria), que difunden
en presencia de una trampa en la posiciéon de T. El
cédlculo de la tasa de reaccién a partir de estos mode-
los se ha realizado bajo diversas simplificaciones tales
como una dindmica exponencial para el proceso de
atrapamiento o la suposicién de que, atin cuando am-
bos tipos de particulas difunden, la trampa T esta fija
en tanto que las particulas A difunden isotrépicamente
con un coeficiente de difusién D = Dy + D7, siendo
D4 y Dr los respectivos coeficientes de difusion de las
especies A y T. La suposicién de difusién relativa ha
sido evaluada a partir de la extensién de los modelos
mas difundidos en el espacio continuo incluyendo la
movilidad de ambas particulas(®3).

En esta comunicacién se presenta un modelo para pro-
cesos de reaccion mediados por difusién, basado en
el esquema de Caminatas Aleatorias de Tiempo Con-
tinuo (CTRW) sobre una red unidimensional, asum-
iendo tasas de salto arbitrarias A4 y Ap para ambas
especies. Se propone asi una generalizacién del mod-
elo de trampa imperfecta(*®) en redes asumiendo que
la trampa T y los caminantes A son moviles. La ex-
tensién del modelo asume ademéas una dindmica de
reaccién exponencial con tasa de reaccién . En el
limite v — oo se reobtiene la propuesta de Smolu-
chowski que supone reaccién instantdnea en el encuen-
tro de ambas especies. La formulacién del problema en
redes permite ademds, como ha sido sefialado por(®),
una mejor modelaciéon del comportamiento a tiempos
cortos para magnitudes como la tasa de reaccién de-
pendiente del tiempo.

En esta comunicaciéon ampliamos el modelo propuesto
en(") incluyendo sesgo en la difusién de las particulas
A. Se calcula ademads la probabilidad para la distancia
al vecino mas proximo verificindose en forma analitica
la equivalencia con el modelo de trampa fija y cam-
inantes que difunden con un coeficiente de difusion
suma de los coeficientes de ambas especies.

En la seccion 2 resolvemos la CTRW de dos
pariculas no interactuantes que difunden sobre una
red unidimensional, asimilable a un proceso difusivo
anisétropico en dos dimensiones. Los resultados que
se obtienen en esta seccién se utilizan para expresar los
resultados en las demads secciones. En la seccion 3 se
presenta el proceso de reacciéon para un par A —T cal-
culandose la densidad de probabilidad para el tiempo
de reaccion del par. La evoluciéon de un conjunto de
particulas A en presencia de la trampa movil se analiza
en la seccién 4. Se calcula la tasa de reacciéon depen-
diente del tiempo y la concentraciéon de particulas A
en funcién del tiempo para una distribucién inicial de
concentracion uniforme. Fiinalmente en la seccién 5 se
describe la evolucién del conjunto de particulas desde
un sistema de referencia fijo a la trampa y se calcula la
probabilidad para la distancia al vecino més préximo.

Ar/2 Ar/2
I

particula T

AAD; AAPd

oEﬁo---oo

particula A

Figura 1: Esquema del modelo unidimensional for-
mulado. La tasa de transiciones entre sitios para la
particula T es Ar y para la particula A es 4. La
particula T realiza una CTRW simétrica, en tanto que
la particula A una CTRW sesgada con probabilidad
p; de saltar a izquierda y probabilidad pg de saltar a
derecha (p; + pq = 1) en cada transicién.

2 Caminata Aleatoria de dos particulas
Consideramos la Caminata Aleatoria de Tiempo Con-
tinuo (CTRW) de dos particulas distintas no interac-
tuantes sobre una red unidimensional infinita. Iden-
tificamos las particulas como A y T respectivamente.
Identificamos cada sitio de red por un niimero entero,
denotando por z la posicién que ocupa la particula A
en la red y por y la posicién de la particula T. Se
ilustra esqueméticamente el problema enunciado en la
figura 1. La particula T realiza una CTRW simétrica
sobre la red con una tasa de transiciones Ar, de forma
tal que la densidad de probabilidad para el tiempo de
la transicién y  — y, suponiendo un tiempo ¢ de estadi
eny es

Ur (5= 0's1) = 5 8,0 8,0 Are T (1)

La particula A, a su vez, realiza una CTRW sesgada
sobre la red con una tasa de transiciones A4 y probabil-
idades p; de saltar a izquierda y pg4 de saltar a derecha
(pi+pa = 1) en cada transicién. Para A la densidad de
probabilidad para el tiempo de la transicion z = x,
luego de un tiempo t de estadia en z "es

N (x — x’;t) = [pdémﬂfﬂ +pi5m7m1_1 Aqge Mt (2)

Identificamos una configuracién del sistema de dos
particulas por el par (z,y), dado por las posiciones de
las particulas en la red. Suponemos que los procesos
difusivos de las particulas A y T son estadisticamente
independientes, con lo cual la probabilidad de que la
configuracion del sistema no cambie en un tiempo ¢
estard dada por

Dy (t) = e~ con A=xq + A\ (3)

.-, ’ ’ .
A su vez, para una configuracién (x Y ), la densidad

de probabilidad para el tiempo de la transicién a una
nueva configuracién (x,y) luego de un tiempo t sin
cambios resulta

Yo (x —x',y—y';t) = e Mx
X {5y7y’)\A [pd(sx,x'-i-l +pi5a¢,a¢'—1} + @)
+ 0y o' AT [5y,y'+1 + 5y7y'—1}}
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Hemos despreciado aqui transiciones simultdneas de
ambas particulas por ser de segundo orden en dt.

Sea Gy (z,y;t | xo,yo) dt la probabilidad de que el sis-
tema de dos particulas inicialmente en la configuracién
(20, o) pase ala configuracién (z, y) entre t y t+dt. La
densidad de probabilidad condicional para el tiempo
de transicién a la configuracién (z,y), G debe satis-
facer la relacién de recurrencia

Go (2, Yt | 20,90) =  OrwoOy,yo0 (t — 0T) +
+ > o (x—x',y—y';t)*
g;l ! (5)
Y
*GO (xlay,;t|x05y0)

y es la funciéon de Green para el problema de la di-
fusién de dos particulas.

En la Ec. (5) hemos representado el producto de con-
volucion temporal entre dos funciones por el simbolo

*
t

f(t)*g(t)Z/dt'f (t=t)a(t)
0
Obtenemos una solucién analitica para la Ec. (5)
tomando transformada de Fourier para cada variable
espacial y transformada de Laplace para la variable
temporal
—~ eikAmgeikTyg

Gé (kAakT9“|3Uano) = —
1 — ol (ka, kr;u)

(6)
donde representamos la transformada de Laplace de
una funcién por el supraindice © y la sustitucién
t— u fL(u) = fooo dte "t f(t) y la transformada
de Fourier por el simbolo ~ y la sustitucién z — k:

Fk)y =X, ¢* f (). Aqui

- Aa (coska+iApsinka) + A cos kr

L o)
wO (kA; kT7u) - w4 A\
(7)

con Ap = pg — p;, una medida del sesgo en la CTRW
de A.

La probabilidad condicional de encontrar un par, que
comenzé en la configuracién (xo,yo), en la configu-
racién (x,y) al tiempo ¢ resulta a su vez

Py (z,y;t | 20,90) = Po (t) x Go (w, 95t | w0,0) (8)

y es el producto de la probabilidad de alcanzar la con-
figuracién (x,y) a un tiempo t <t y la probabili-
dad de mantener dicha configuracién hasta el tiempo
t, sumado sobre todos los valores posibles de t'.

3 Proceso de reaccion

Incluimos en nuestro esquema de CTRW de dos
particulas la posibilidad de reaccién en un encuen-
tro de ambas particulas como el atrapamiento de la
particula A por T cuando ocupan la misma posicién
en la red: = y. Denotamos por

Yy (t) = yexp (—1) 9)

la densidad de probabilidad condicional para el tiempo
de reaccion, condicionado a que el par no ha cambiado
de configuracién desde su encuentro en una posicién de
red. Aqui vy es la tasa de reaccién o atrapamiento. Asi
la probabilidad de que el sistema mantenga una con-
figuraciéon con ambas particulas en la misma posicion
en la red y sin reaccionar es

CI)l (t) = e_7t¢0 (t) (10)
siendo @ (t) la probabilidad de mantener las configu-
raciones con = # y en (3).
La funcién de Green para el problema con atra-
pamiento, Gt (z,y;t | o, yo) satisface una relacién de
recurrencia similar a (5)

Gi(x,y:t | 20,90) =  OrwoOy,yo0 (t—0F) +
+ (Jc—x’, — ';t)*
2.0 vy (11)
z LY
*Gy (30 Y ;t|$0,yo)

donde la densidad de probabilidad para el tiempo entre
transiciones es ahora

%o (x—x',y—y';t)

w(x—x',y—y';t) = v ,#y , (12)
(8 (x—x Y=y ;t)
vx,:y,
con

wl ($ —Te, Y — Te; t) :{5%1‘8 Aa [pd(sx,xe—i-l + pi(sx,me—l] +

+ 51‘,1‘&)‘T% [0y,2c+1 + 5y7l‘e—1]} e (At
(13)
la densidad de probabilidad para el tiempo de sep-
aracién sin reaccionar de las particulas luego de co-
incidir en una posicién de red (z.). Cuando ambas
particulas coinciden en una posicién de red el proceso
de difusién entra en competencia con el proceso de
atrapamiento.
Para resolver la relacién de recurrencia usamos una ex-
tensién del método de inhomogeneidad local® como
en(”). Haciendo uso de la representacién para la delta
de Kronecker(®)

1

27
- do et@=y)(¢—ka)
2T 0

O,y

)

(14)
obtenemos en la representacion de Fourier-Laplace

GE (ka, kr;w | xo, o) =G} (ka, kriu | @0, y0) —
—GE (ka, kr;u | yo,y0) 0§ (ka, kr;u) x
xh (ka+kr;u| xo,y0)
(15)
Definimos aqui la funcién

h (k5 u | 2o, y0) =
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con

A_ = pda + Apetk

R,=/A_A,

w22
= —1
re= /()
g_u+A
2R,

Ay = pada + Ape

R.=/A_JA,

_f{5

Para que las particulas reaccionen, o en nuestro es-
quema para que A sea atrapada por T entre t y
t + dt, en algin sitio de red que denotamos por z.,
las particulas deberan haberse encontrado en z. a un
tiempo t" < t. La densidad de probabilidad para
el tiempo de atrapamiento, sin que las particulas se
hayan separado, estard dada por

A (xe7t | Zo, yO) = ,ye(_’)’"r)\)t*Gt (xea xeyt | Zo, yO) (17)
o en la representacién de Fourier-Laplace

AL (k;u | @o,y0) = etkvop, (k;u | 2o, 90) (18)

La probabilidad de encontrar un par A — T, incial-
mente en la configuracién (zg, yo), en la configuracién
(z,y) al tiempo t estd dada por

Py (z,y;t | z0,90) = ® (2,95 t) x G (x,y;t | 2o, 0) (19)

el producto de la probabilidad de alcanzar la configu-
racién entre ¢’ y t +dt’ por la probabilidad de que el
par conserve la configuracién hasta el tiempo t > t',
sumado sobre todos los valores posibles de t". Debe
notarse que

P (1) rFy
D (z,y;t) =
Usando las ecuaciones (15) y (18) podemos reexpresar

la probabilidad P; como

Py (2,95t | w0,90) = Po (%, y;t | 20, 90) —
- er P (xa y; i | Te,Te) A (xe§t | %0, Yo0)

‘ (20)
con una interpretacion directa: la probabilidad de en-
contrar el par en la configuracién (z,y) en presencia
de reaccién es la probabilidad en ausencia de reaccién
descontadas las contribuciones de las realizaciones en
las que la particula A ha sido atrapada en un tiempo
anterior.

4 Evoluciéon de un conjunto de particulas

Suponemos ahora la presencia de un conjunto de
particulas A inicialmente uniformemente distribuidas
sobre la red con una concentracién cp. Suponemos
que las particulas A no interactiian entre si. La tasa
de reaccién en una posicién z. de la red resulta

RR (ze;t | o) = co Y A(xest | To,70)

Te

(21)

Obtenemos una expresion en términos de los
parametros del sistema en la representacién de Fourier-
Laplace sustituyendo las expresiones (17) y (15)

Co QRPRg
w~+ A cosk 14 2R, Re

RRE (k;u | yo) = (22)

La tasa de reaccién global para el sistema de particu-
las, definida como RR(t | yo) = >_, RR(weit | vo),
resulta en la representacién de Laplace

Co 2R Rg
RRg (u]yo) = — ——5m -
9 2
wy 2Ry Re
Y

(23)

coincidente con el resultado para una trampa fija en
presencia de un conjunto de particulas que realizan
una CTRW con tasa de transiciones entre sitios .
Consideramos a continuacién la evolucién temporal de
la concentracién de particulas A: ¢ (z;t | yo). Calcu-
lamos esta concentracion a partir de la probabilidad
marginal para la posicién de una particula A, que se
obtiene de la probabilidad conjunta en (20), como
c(wt|yo) =coy  Pi(w,yit | wo,p0)  (24)

Y,Zo

Obtenemos una expresién explicita en la repre-
sentacion de Fourier-Laplace

—~ L —

(ko) = 2 - 20 R (k| )

u 1 _wLO (kaoyu)

(25)

i.e. la concentracién de particulas al tiempo t difiere de

la concentracién uniforme inicial debido al vaciamiento

producido por la reaccion.

5 Descripcién desde la trampa

Calculamos en esta secciéon la concentracién de
particulas A descripta desde un referencial solidario a
la trampa, i.e. la concentracién en funcién de la coor-
denada z = x —y. A tal fin calculamos la probabilidad
para la posicién de una particula A al tiempo t, condi-
cionada a la posicién inicial zg = xg —yo, P: (2;t | 20).
Notamos que a esta probabilidad contribuyen todas las
realizaciones con configuracién inicial zg que al tiempo
t se encuentran en una configuraciéon z. Mediante el
método de transformacién de variables®® obtenemos

Py (2t | wo,50) = Y Pi (2 +y,y5t | wo,10)
Yy

(26)

Obtenemos una expresién explicita en la repre-
sentacion de Fourier-Laplace
/z eikz(xﬂ_yﬂ)
PL (k| 20) = = -
(u+ XYy (ks kzyu)

(27)
__Nlkssul 2o, 90)
(u+N) 0 (ks ke u)
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Figura 2: Concentracién de particulas en presencia de
una trampa movil vs. posicién relativa a la trampa
(simbolos llenos en figura a, lineas gruesas en figura
b) o vs. posicién relativa a la posicién inicial de la
trampa (sistema laboratorio, stmbolos huecos en figura
a, lineas finas en figura b). Puede apreciarse un va-
ciamiento mas pronunciado en torno a la posicién in-
stantanea de la trampa.

0 500

2000

Este resultado es coincidente con el correspondi-
ente a una CTRW en presencia de una trampa fija con
tasa de transiciones A, equivalente a suponer que el
coeficiente de difusién de las particulas méviles es la
suma de los coeficientes de difusién de ambas especies.
La concentracién al tiempo ¢ estd dada por

t) = ZPZ(Z;t | 20) co
20

Pasando a la representacién de Fourier-Laplace obten-
€mos

(28)

ARRE (u)
(u+ N 0F (ks ks )

EE (kz§ u) = %271-5 (kz) - (29)

Tlustramos en la figura 2 los resultados obtenidos para
la concentracién de la especie mayoritaria descripta
desde el sistema laboratorio (con la trampa mévil) y
desde el sistema fijo a la trampa. Puede observarse un
mayor vaciamiento en torno a la posicién instantanea
de la trampa.

Consideramos a continuacién el problema de la distan-

cia al vecino més préoximo. Para un par en la config-
uracion inicial zg, la probabilidad de que se encuentre
a una distancia menor o igual que d al tiempo t es
(funcién de distribucién)

d t | ZQ (30)

ZP (z;t | 20)

z=—d

Adaptando el método en® para el calculo de la proba-
bilidad de supervivencia suponemos un volumen finito
V = 2L + 1 centrado en la posicién de la trampa y
una distribucién uniforme de N caminantes con con-
centracién ¢g = N/V. La probabilidad de que ninguno
de los caminantes esté a una distancia menor que d de
la trampa es

N

< |

Z dWO]

En el limite termodindmico (V; N — oo manteniendo
constante cg) obtenemos para la probabilidad de una
distancia mayor a d para el caminante mas préximo

d
Z c(z,t)]

z=—d

p (d;t) = exp [— (32)

Para llegar a esta 1ltima ecuacién hemos hecho uso de
(28) y alterado el orden de suma en (31). La proba-
bilidad para la distancia al vecino més préximo, d, la
obtenemos de la funcién de distribucién (32)
Pp(d;t) =¥p (d—1;t) = ¥p (d;t)  (33)
En la figura 3 se presenta la probabilidad para la
distancia al vecino mas préximo. El maximo de pro-
babilidad se encuentra préximo a la trampa en los in-
stantes iniciales para desplazarse luego alejandose de
la trampa. Para la confeccion de los graficos se ha
reescaleado el tiempo en términos de la tasa de tran-
siciones conjunta A

6 Resumen y Conclusiones

Se ha estudiado el problema de la reaccién mediada
por difusién cuando ambos reactivos difunden, gen-
eralizando los modelos considerados en la literatura.
Se obutvo una solucién analitica exacta en la repre-
sentacion de Fourier-Laplace para un modelo de Cam-
inata Aleatoria de Tiempo Continuo sobre una red
unidimensional. Se obtuvieron asi expresiones para
la densidad de probabilidad para el tiempo en que el
sistema alcanza una dada configuracién (la funcién de
Green del problema), la concentracién promedio de la
especie mayoritaria en el sistema de referencia del lab-
oratorio y en el sistema de referencia fijo a la trampa (o
especie minoritaria) y la probabilidad para la distan-
cia al vecino mas proximo. Los valores incluidos en las
figuras se han obtenido mediante inversiéon numérica a
partir de resultados analiticos exactos. Se ha verificado
asi analiticamente que, desde el sistema de referencia
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Figura 3: Probabilidad para distancia al vecino mas
préximo. Las distintas curvas corresponden a distintos
instantes de tiempo en una escala determinada por la
tasa de transiciones conjunta A

fijo a la trampa, los resultados son coincidentes con los
del problema de trampa fija con coeficiente de difusion
D = D4 + Dy suma de los coeficientes de difusion de
ambas especies.

Para la concentracién promedio se observa que la zona
de vaciamiento es mas extendida y menos profunda en
el sistema de referencia del laboratorio cuando se com-
para con los valores obtenidos en el sistema fijo a la
trampa. En el andlisis de este resultado debe tenerse
presente que los valores obtenidos son valores prome-
dios.

La probabilidad para la distancia al vecino mas
préximo presenta un maximo en las inmediaciones de
la ubicacién de la trampa a tiempos cortos. En los
graficos presentados el tiempo se presenta en unidades
de un tiempo medio efectivo t, = 1/, el tiempo medio
entre transiciones para el problema de trampa fija con
coeficiente de difusién de los caminantes suma de los
coeficientes de cada especie. El méaximo para la dis-
tancia al vecino més préximo comienza a apartarse de
la posicién de la trampa para valores aproximados de
At ~ 102

Como se ha senalado en trabajos anteriores, el com-
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portamiento a tiempos cortos de la tasa de reaccién
refleja la dindmica del proceso de reaccién cuando el
proceso de difusién ain no ha tenido efecto. Trabajo
en esta linea para el problema de trampa movil estéd
en estudio y serd motivo de préximas comunicaciones.
Agradecimientos: Los autores agradecen el fi-
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