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En un trabajo previo™ se vincularon dos técnicas de factorizacion frecuentemente usadas para resolver la

ecuacion de Schrodinger unidimensional, la técnica supersimetrica (SUSY) y la formulacion de De La Pefia. En este
trabajo se usa la simplicidad de la primera de ellas para resolver el potencial de Morse. Los auto valores encontrados
presentan las mismas caracteristicas encontradas usando métodos de resolucion tradicionales.
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In a previous paper () two factorization techniques were linked to solve the one-dimensional Schrodinger
equation, the supersymmetric technique (SUSY) and the De La Pefia formulation. In this work we use the simplicity of the
first of them to solve the Morse potential. The eigenvalues obtained present the same characteristics found using

traditional resolution methods.
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I. INTRODUCCION. POTENCIAL DE MORSE Y
SUS CARACTERISTICAS

Las vibraciones de dos 4tomos en equilibrio son
excelentemente descriptas por el potencial de Morse

V(r) = D[I - &"079]2 = D(] - 2&70779) + 2010) = D(] - 2
+ ) (1)

T —Tp
con x= T ya=yro

donde r es la distancia entre atomos, ro es la distancia de
equilibrio entre los 4tomos, D es la profundidad del pozo
(relativa a atomos disociados) o energia de disociacion, y v
controla el "ancho del pozo" relacionada a la frecuencia
vibracional.

Este potencial es atractivo a grandes distancias, tiene un
minimo -D en x=0, o r = ro pero produce una fuerte
repulsion si los dos nucleos se aproximan mucho.

Alrededor de x=0 puede expandirse en una serie:

1
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para los términos que corresponden a vibraciones de baja
energia podemos esperar un espectro que no se desvia mucho
del de un oscilador arménico

1
Ew) = -D + sorw+2); v=0,1,2,...

“)

donde v es el numero cuantico vibracional, los términos casi
equidistantes se vuelven progresivamente mas densos con el
incremento de la energia, como consecuencia de Ila
anarmoniciad despreciada

Si ignoramos los grados de libertad correspondiente a la
rotacién y nos concentramos sobre la ecuacion de Schrodinger
vibracional, observamos que el problema es equivalente al de
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un campo central con /=0. Entonces la ecuacion de
Schrodinger es

B% 1 d?
C 2mrdr?

—Tr+ V(@ )JR(T) ER(r)
(%)
u(r)

haciendo el cambio de variables R(r)= + en (4) queda

T ﬁ_Z dZ
I zmrdr?

+ V[ﬂ] u(r) = Eulv)
(6)

introduciendo la ecuacion (1) en (5) y haciendo un cambio de
variables

¥ = g_‘r (T_TB)

la ecuacion (6) queda:
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y esta es una ecuacion que ya ha sido resuelta mediante la
SUSY. Sin embargo el método de De La Pefia es mucho mas
sencillo.

II. Metodo de factorizacion de De La Pena

Este método de factorizacion® proporciona un algoritmo
que es muy facil de implementar, que se basa en el
conmutador y anti conmutador de los operadores de creacion y
destruccion que afectan la factorizacion y que también juegan
el rol de los potenciales asociados de la SUSY, lo cual implica
que son equivalentes. Esta equivalencia da el respaldo teérico
a la formulacién de De La Pefia a través de la SUSY ™.

De La Pefia construye un operador P que luego es identificado
con el Hamiltoniano del sistema bajo consideracion. La forma
de este operador es

P=tg+yq.A+yS

con A——i[a,f]; S — a® + g2
(10)

La utilidad de esta formula es que puede hacerse casi
evidente, la forma de los operadores a y B, y de ahi, de los
operadores 4 y S.

De La Pefia muestra que el espectro de los operadores 4y S

denominados {@:} y {si} respectivamente, satisfacen un
conjunto de relaciones de consistencia que se pueden escribir

en una forma redundante pero conveniente:

S;,EO: S-‘,—I-G.L,EU; SI,—&L.EU

(an
ademas existen relaciones entre ambos conjuntos de auto
valores

Sp+1 — Sp = Opyq + 0 Sp = @ ¥ sy = —Qy

(12)

las ecuaciones (11) muestran que el espectro de S
es no degenerado y esta acotado por abajo por lagl. La
primera ecuacion de las tres de (12) es la ecuacion
fundamental que fija la estructura del espectro de P. Las otras
dos condiciones en (12) determinan los limites inferior y
superior del espectro de P.Si ninguna contradiccion esta
involucrada con la aplicaciones de la ultima condicion en (12),
entonces existe un limite superior y esta determinado por ella.
El conjunto de relaciones (12) contiene toda la informacion
del espectro de P.

II1. El método de de la Peiia para resolver el potencial
de Morse

Usando el formalismo de De La Pefia e identificando el
operador P con H probamos con la seleccion:

[} mr‘ 1
—1 dv

Para esta seleccion tenemos

—vD(1—y);
(13)

3
(14)
5 Z rd flz\f{ 2 dZ DI 2
= = — v — — ar
a® +p 2m(\, oz t’a J+ [ 1
(15)

vemos que S es idéntico al Hamiltoniano H si tomamos
Go =qa=0; . =1 Porlo tanto Sz = Ex.
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Para un valor fijo de 7 — 7« los autovalores de 4 son Ey —Ep= hw|l —Y(ry —1oll

D FE 3 Fr Y R ]
g = kol — Ry — Ty
a,=hY ‘ﬁyk =hYy, 2 2
(16) para k=1
Y

con EZ_EJ.: Fco 1_5(T2+T1_2Tnj

V= _T("‘k_”n) 5 Y
(17) Ey = iha} - Ehw(rz + 2ry — 31p)

Aplicando las condiciones de consistencia del formalismo

5 . la formula general es
de De La Pefia, vemos que la mas fuerte es

S, — 0y =0 E, = (k + %) hw — ;hm(ﬁ( g ez 21y — (K- 1))
(24)
es decir
es decir
E,=hYy,
(18) . Y k-1
E, = (k+—)hm——hw T+ 2 ZT,- —(k—1)ry
Para fijar el limite inferior, del formalismo de De La Pefia 2 2 = ..
usamos o — 2o y queda (25)
F Si y=0, nos queda la ecuacion de auto valores del oscilador
Ey=hY [— 1 B armonico. También se ve que si y es pequeflo, los niveles de
=2 o energia no difieren mucho de los del oscilador arménico pues
(19) la contribucién es muy pequefia, pero a medida que los valores

. . de k van creciendo los niveles de energia del potencial de
si tomamos en cuenta la ec. (3), que es la energia del estado

. ; o Morse se van haciendo mas planos como se ve en el siguiente
fundamental, es igual a la del oscilador armdnico.

grafico:

Spa1 Sp = Qg T4 ' r .

La relacion

(20) Dissociation Energ
5 N T [ = = T T e

fija la estructura del espectro del operador de De La Pefia P

que como en nuestro caso es H, fija el espectro de energias.
Epa—Ey =054 + o 22
21) =
= D, |D,

es decir Sa|
Eppq = Ep = by, q +7y)

desarrollando en series alrededor de ro
Eppq —Ep= k(1 =Y (lpeq 7mod | — 110 Y@, 7o) 1~ re

(22) Internuclear Separation (r)

en primer orden
p El potencial de Morse (azul) y el potencial oscilador armonico

Eyc 1 1) —Ejk= hw[1 — Y E@D (k1 1)1 rf)f2z—r0 )(T};Zeﬁcﬁﬁtfgeﬂgitﬁelloiju.]/eégf;éie ¢ rﬁlafil OSCl.lad.w armonico
(23) que estan igualiménte espdciados por /®, el espaciamiento de los
niveles del potencial de Morse decrece a medida que la energia se

aproxima a la de disociacion.
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Ademas, de la relacion de consistencia de De La Pefia para

k=N EN = —ly
D
EN= —ﬁw‘FN = —hY |— Q_Y(TN_TIJ]
. : 2m
es decir J
(26)

Esta ecuacion no es satisfecha por ninguno de los auto valores
anteriores (ver ec. 25), por lo tanto no hay limite superior.

IV. Conclusion

La simplicidad del método de De La Pefia se hace evidente
en este trabajo para la obtencion de los valores de la energia
para el Potencial de Morse, lo cual lo hace muy tutil para
resolver muchos problemas que presentan una dificultad
matematica importante.
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