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Se realiza un análisis comparativo entre dos modelos de partículas compuestas correlacionados.
Estos son modelos de campos de gauge U(1) � U(1) no relativistas en altas derivadas para la
interacción electromagnética de dichas partículas en dimensiones (2+1). Los modelos contienen un
campo U(1) de Chern-Simons y el campo electromagnético, y describen tanto un sistema de bosones
compuestos como uno de fermiones compuestos. Se considera explícitamente el segundo caso. La
comparación se establece en base a los resultados obtenidos según tres formalismos de cuanti�cación:
el canónico, siguiendo el método Hamiltoniano usual para sistemas en altas derivadas singulares, el
de la integral de camino de Feynman, extendiendo el algoritmo de Faddeev-Senjanovic, y el que se
obtiene generalizando el formalismo de Becchi-Rouet-Stora-Tyutin.
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A comparative analysis between two correlated models of composite particles is performed. These
are higher-derivative nonrelativistic U(1)�U(1) gauge �eld models for the electromagnetic interac-
tion of these particles in (2+1) dimensions. The models contain a Chern-Simons U(1) �eld and the
electromagnetic �eld, and they describe both a composite boson system or a composite fermion one.
The second case is explicitly considered. The comparison is established on the results obtained ac-
cording to three formalisms of quantization: the canonical, following the usual Hamiltonian method
for singular higher-derivative systems, that of the Feynman path integral, extending the Faddeev-
Senjanovic algorithm, and the one obtained generalizing the Becchi-Rouet-Stora-Tyutin formalism.
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I. INTRODUCCIÓN

Como se sabe, la teoría de partículas compuestas
tiene signi�cativa relevancia en la comprensión del
efecto Hall cuántico en sus aspectos entero y frac-
cionario, y además plena vigencia [1]. Estas partículas
pueden ser de dos tipos: bosones compuestos (BC) y
fermiones compuestos (FC).
En este sentido, hemos propuesto y analizado desde

el punto de vista cuántico [2-4] tres modelos correla-
cionados de partículas compuestas. Estos son mode-
los de campos de gauge U(1) � U(1) no relativistas
clásicos que contienen dos campos de gauge U(1); un
campo de Chern-Simons (CS) a� [5] y el campo elec-
tromagnético A�: Luego, hemos realizado un estudio
comparativo entre estos modelos [6].
Por otro lado, desde hace tiempo, se ha conside-

rado en distintos modelos con invariancias de gauge
la adición de términos en altas derivadas en los cam-
pos de gauge a las densidades Lagrangianas correspon-

dientes, conservando dichas invariancias. La razón de
este procedimiento es que en general dichos términos
mejoran el comportamiento ultravioleta de los propa-
gadores de tales campos, pudiéndose eventualmente
eliminar la divergencia de ciertos diagramas de Feyn-
man donde dichos propagadores aparecen [7-10].

De esta manera, hemos encontramos interesante
aplicar este procedimiento a los modelos correspon-
dientes a las Refs. [2-4]. Así, obtuvimos como re-
sultado dos modelos en altas derivadas que genera-
lizan los correspondientes a las referencias citadas, uno
topológicamente masivo puro [9] y uno de tipo general
[10], a los cuales estudiamos desde el punto de vista
cuántico.

En el presente trabajo, realizamos un estudio com-
parativo entre dichos modelos en altas derivadas, con-
siderando primeramente los resultados obtenidos en
base al formalismo Hamiltoniano usual para sistemas
en altas derivadas singulares [11]. Luego, tenemos
en cuenta los resultados encontrados por medio de
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la cuanti�cación vía integral de camino de Feynman,
extendiendo el algoritmo de Faddeev-Senjanovic (FS)
[12]. Finalmente, consideramos los resultados halla-
dos generalizando el procedimiento de cuanti�cación
de Becchi-Rouet-Stora-Tyutin (BRST) [13,14].
El trabajo está organizado como sigue. En la Sec.

II, consideramos los modelos clásicos y sus cuanti�ca-
ciones canónicas. Luego, en la Sec. III, analizamos las
cuanti�caciones vía integral de camino, establecemos
las reglas de Feynman y describimos las estructuras
diagramáticas. En la Sec. IV, estudiamos las cuan-
ti�caciones BRST. Finalmente, en la Sec. V, damos
nuestras conclusiones.

II. CUANTIFICACIÓN CANÓNICA

A. Densidades Lagrangianas

El modelo topológicamente masivo puro que hemos
considerado está descripto por la siguiente densidad
Lagrangiana singular [9]:

L(1) = Lemfc + Ltm + La; (2.1)

donde

Lemfc = i yD0 +
1

2me
 yD2 � � y 

+
1

4�~�
"���a�@�a�; (2.2a)

Ltm =
1

2�
"���A�@�A� �

1

4
F��F

�� ; (2.2b)

La = �@�F��@
�F�� : (2.2c)

En las Ecs. (2.2), los índices griegos toman los va-
lores �; �; � = 0; 1; 2.
Empleamos unidades naturales en las cuales ~ =

c = 1. La métrica Minkowskiana utilizada es g�� =
diag(1;�1;�1) y "012 = "12 = 1:
En la Ec. (2.2a), la derivada covariante, la cual

involucra tanto al campo de gauge U(1) de CS a�
como al campo electromagnético A�; está dada por
D� = @� � ia� � ieA� (tomamos la carga del electrón
como �e) y además D2 = D21 + D22: El campo de
materia  es un campo espinorial cargado que describe
FC.me y � son la masa efectiva y el potencial químico
de los electrones, respectivamente. ~� es la intensidad
del tubo de �ujo en unidades del cuanto de �ujo 2�:
(Fijamos el valor de la carga �cticia de cada partícula
que interactúa con el campo de gauge �cticio en la
unidad.)
En la Ec. (2.2b), el primer término del lado dere-

cho es el término de masa topológica para el campo
electromagnético. La masa topológica está dada por

2�=� y así el �ujo magnético real ligado a los elec-
trones es e�=2�: En el segundo término del lado dere-
cho de dicha ecuación, F�� = @�A��@�A� es el tensor
del campo electromagnético.
Utilizando la expresión de la derivada covariante,

reescribimos la Ec. (2.2a) como sigue:

Lemfc = i
� + 1

2
 y@0 + i

� � 1
2

@0 
y 

+ y (a0 + eA0) +
1

2me
 yD2 

�� y + 1

4�~�
"���a�@�a�: (2.3)

En esta ecuación, el término fermiónico cinético está
escrito en la forma general a través del parámetro ar-
bitrario � [15].
Vimos que los resultados correspondientes al mo-

delo sin masa topológica pueden ser obtenidos directa-
mente de los pertenecientes al modelo anterior cance-
lando los términos con masa topológica. Encontramos
además que lo mismo ocurre con los que corresponden
a modelos sin altas derivadas.
En la Ref. [10], agregamos términos de interacción

entre los campos de CS y electromagnético a la den-
sidad Lagrangiana (2.1). De esta manera, conside-
ramos la siguiente densidad Lagrangiana singular, más
general que la anterior:

L(2) = Lemfc + Ltm + Lint + L0a; (2.4)

donde

Lint = �
e

me
"��� (a�@�A� +A�@�a�) + �

e

me
f��F

�� ;

(2.5a)

L0a = �@�F��@
�F�� + �0@�f��@

�F�� : (2.5b)

En la Ec. (2.5a), Lint es la densidad Lagrangiana
correspondiente a la interacción entre los campos de
gauge y f�� = @�a� � @�a� es el tensor del campo de
CS. Además, en dicha ecuación, el término de CS está
escrito de manera tal de obtener expresiones simétri-
cas para los momentos canónicamente conjugados co-
rrespondientes a los campos de gauge.
Así, vimos que los resultados pertenecientes al caso

interactivo puro pueden ser obtenidos directamente de
los vinculados a este último modelo, cancelando los
términos con masa topológica. Por el contrario, los
resultados que pertenencen al caso topológicamente
masivo puro no pueden ser hallados de los asociados a
dicho modelo cancelando los términos de interacción
entre los campos de gauge. Encontramos además que
estos dos hechos ocurren también con los correspon-
dientes modelos sin altas derivadas.
Por otro lado, notemos que un sistema de BC puede

ser tratado en forma similar. La única diferencia es
que, en este caso, el campo de materia es un campo
escalar cargado.
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B. Densidades Hamiltonianas canónicas,
vínculos de segunda y primera clase y condiciones

que �jan el gauge

Las variables de campo dinámicas canónicas se in-
troducen de acuerdo con la transformación de Ostro-
gradski [16]. Estas son A(1)k = Ak; A

(2)
k = _Ak y los

correspondientes momentos canónicamente conjuga-
dos, de�nidos en la forma

P
(1)
k =

�L
� _A

(1)
k

� @�
�L

�
h
@�A

(2)
k

i ; (2.6a)

P
(2)
k =

�L
� _A

(2)
k

; (2.6b)

respectivamente, donde denotamos con _Ak = @0Ak la
derivada temporal.
Para el modelo topológicamente masivo puro,

las variables de campo dinámicas y sus momentos
canónicamente conjugados son AI = (a�; A� ; B� =
_A�;  �;  

y
�) y P I = (p�; P � ; Q�; �y�; ��); respecti-

vamente. Para el modelo general, tenemos que
AI = (a�; b� = _a� ; A�; B" = _A";  �;  

y
�) y P I =

(p�; q� ; P �; Q"; �y�; ��): En estas ecuaciones, el índice
compuesto I adquiere valores sobre las componentes
de las diferentes variables de campo y los nuevos
índices griegos toman los valores �; � = 1; 2:
Vemos así que los espacios de fases para los modelos

analizados son distintos.
Las densidades Hamiltonianas canónicas son:
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

H(1)
c =

1

8�
QiQ

i + pi@ia0 +
1

2
@iA0@

iA0 �Bi@iA0

+
1

2
BiB

i � 4�@iBj@iBj + 4�@i@jA0@iBj

� 1

4�~�
"ija0@iaj �

1

�
"ijA0@iAj +

1

2�
"ijAiBj

+F ; (2.7)

donde

F = B�P
� +Qi@iB0 + � 

y  �  y (a0 + eA0)  

� 1

2me
 yD2 +

1

4
FijF

ij + 2�@iBj@
jBi

��@iFjk@iF jk � 2�@i@jA0@i@jA0: (2.8)

En estas ecuaciones, los índices latinos toman los va-
lores i; j = 1; 2:
(b) Para el modelo general:

H(2)
c = b�p

� � �

2�02
qi q

i +
1

2�0
qiQ

i

+
1

2�
"ij(�2A0@iAj +AiBj) +

1

2
F0iF

0i

� �e

me
(fijF

ij + 2f0iF
0i)� 4�@iBj@iF0j

+
1

4�~�
"ij(�2a0@iaj + aibj) + qi@ib0

+
�e

me
"ij(aiBj +Aibj � 2a0@iAj � 2A0@iaj)

+ �0(�@ifjk@iF jk + 2Gij@jbi � 2@if0j@iF 0j);
(2.9)

donde Gij = @iBj � @jBi:
Por otro lado, los vínculos de segunda clase son:
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

�0i2 = pi � 1

4�~�
"ijaj = 0; (2.10a)


y� = �y� + i
� + 1

2
 y� = 0; (2.10b)


� = �� � i
� � 1
2

 � = 0: (2.10c)

(b) Para el modelo general:
Los dados por las Ecs. (2.10b,c).
Asimismo, los vínculos de primera clase son:
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

�
(1)
1 = e@ip

i � @iP i +
e

4�~�
"ij@iaj �

1

2�
"ij@iAj = 0;

(2.11a)

�
(1)
2 =  y� �  �y � i

e

�
@iP

i +
1

2�
"ij @iAj

�
= 0;

(2.11b)

�
(1)
3 = p0 = 0; (2.11c)

�
(1)
4 = Q0 = 0; (2.11d)

�
(1)
5 = �P 0 + @iQi = 0: (2.11e)

(b) Para el modelo general:

�
(2)
1 = e

�
1

4�~�
� �

me

�
"ij@iaj + e@ip

i � @iP i

+
��e2
m
e

� 1

2�

�
"ij @iAj = 0; (2.12a)
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�
(2)
2 =  y� �  �y � i

e

�
�e

me
"ij @iaj

+@iP
i +

1

2�
"ij @iAj

�
= 0; (2.12b)

�
(2)
3 = q0 = 0; (2.12c)

�
(2)
4 = �p0 + @iqi = 0 (2.12d)

y los dados por las Ecs. (2.11d,e).
De esta manera, vemos que el modelo topológica-

mente masivo puro posee cinco vínculos de primera
clase mientras que el general posee seis vínculos de
este tipo, todos correspondientes al grupo de simetría
U(1)� U(1) de dichos modelos.
Además, encontramos que las estructuras de vín-

culos correspondientes a los modelos en consideración
son distintas. Hallamos que esto último ocurre con los
correspondientes modelos sin altas derivadas.
Correspondientemente, las condiciones de �jado de

gauge elegidas son:
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

�
(1)
1 = @iai = 0; (2.13a)

�
(1)
2 = @iAi = 0; (2.13b)

�
(1)
3 = B0 = 0; (2.13c)

�
(1)
4 = a0 = 0; (2.13d)

�
(1)
5 =

�
1 + 4�r2

�
r2A0 � @iP i +

1

2�
"ij@iAj = 0:

(2.13e)
(b) Para el modelo general:
Las dadas por las Ecs. (2.13a,b) y las siguientes:

�
(2)
3 = b0 = 0; (2.14a)

�
(2)
4 = B0 = 0; (2.14b)

�
(2)
5 = 2(� �e

me
+ �0r2)r2a0 + (1 + 4�r2)r2A0

+"ij
�
�e

me
@iaj +

1

2�
@iAj

�
� @iP i = 0;

(2.14c)

�
(2)
6 = 2(� �e

me
+ �0r2)r2A0 � @ipi

+"ij
�
1

4�~�
@iaj +

�e

me
@iAj

�
= 0:

(2.14d)

C. Variables de campo determinadas y
paréntesis de Dirac

Las variables de campo que quedan determinadas a
partir de los vínculos de segunda y primera clase y las
condiciones que �jan el gauge son:
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

pi =
1

4�~�
"ijaj ; (2.15a)

�y� = �i
� + 1

2
 y�; (2.15b)

�� = i
� � 1
2

 �; (2.15c)

a0 = 0; (2.15d)

p0 = 0; (2.15e)

A0 a través de la ecuación

�
1 + 4�r2

�
r2A0 = @iP

i � 1

2�
"ij @iAj ; (2.15f)

P 0 = @iQ
i; (2.15g)

B0 = 0; (2.15h)

Q0 = 0: (2.15i)

(b) Para el modelo general:
Las correspondientes a las Ecs. (2.15b,c), (2.15g-i),

A0 a través de la Ec. (2.14d), a0 a través de las Ecs.
(2.14c,d) y las siguientes:

b0 = 0; (2.16a)

p0 = @iq
i; (2.16b)

q0 = 0: (2.16c)

Además, los paréntesis de Dirac no nulos son:
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

campo-campo:

[a1(x); a2(y)]
D
� = 2�

~��(x� y); (2.17a)
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h
 y�(x);  �(y)

iD
+
= �i����(x� y); (2.17b)

campo-momento:

�
Ai(x); P

j(y)
�D
� = �ji �(x� y) +

1

2�
@xi @

xj ln jx� yj;
(2.17c)

�
Bi(x); P

j(y)
�D
� = ��1"kj@xi @

y
kw(x;y); (2.17d)

�
Bi(x); Q

j(y)
�D
� = �ji �(x� y); (2.17e)

momento-momento:

�
P 1(x); P 2(y)

�D
� = �

1

2�
�(x� y); (2.17f)

donde hemos utilizado la notación [ : ; : ]� para in-
dicar paréntesis entre variables de Grassmann bosóni-
cas y fermiónicas, respectivamente.
(b) Para el modelo general:
Los dados por las Ecs. (2.17b,c) y los siguientes:

campo-momento:

�
ai(x); p

j(y)
�D
� = �ji �(x� y) +

1

2�
@xi @

xj ln jx� yj;
(2.18a)

�
bi(x); p

j(y)
�D
� = 2"

kj@xi @
x
k (

1

4�~�
tw � �e

me
)w(x;y);

(2.18b)

�
bi(x); q

j(y)
�D
� =

�
Bi(x); Q

j(y)
�D
� = �ji �(x� y);

(2.18c)

�
Bi(x); P

j(y)
�D
� = �2

�e

me
"kj@xi @

x
kw(x;y); (2.18d)

momento-momento:�
pi(x); pj(y)

�D
� = �

1

4�~�
"ij�(x� y); (2.18e)

�
pi(x); P j(y)

�D
� = �

�e

me
"ij�(x� y); (2.18f)

�
P i(x); P j(y)

�D
� = �

1

2�
"ij�(x� y); (2.18g)

donde w(x;y) = (2�)�1 ln jx�yj
8�(jx�yj ln jx�yj)�2�1 :

Para �nalizar, hemos expresado, para ambos mo-
delos considerados, los resultados obtenidos (salvo
las densidades Hamiltonianas canónicas) en términos
de las variables de campo dinámicas independientes,
a�; A�;  � y  

y
�; y sus respectivos momentos canóni-

camente conjugados, p�; P�; �y� y ��: Como puede ser
mostrado, tomando � = �0 = 0 en estos últimos resul-
tados, encontramos los correspondientes a los modelos
sin altas derivadas, como era de esperar.

III. CUANTIFICACIÓN VÍA INTEGRAL DE
CAMINO, REGLAS DE FEYNMAN Y
ESTRUCTURA DIAGRAMÁTICA

A. Funcionales generatrices

Para los dos modelos considerados [9,10], hemos
escrito sus funcionales generatrices mediante inte-
grales de camino de Feynman canónicas extendiendo
el método de FS, debido a que los modelos poseen
vínculos de primera y segunda clase.
Luego, probamos que dichas funcionales pueden

reescribirse en términos de integrales de camino La-
grangianas en la forma

Z(r) =

Z
Da�DA�D �D 

y
� exp

�
i

Z
d3xL(r)e

�
; (3.1)

donde r = 1; 2: En esta ecuación, las densidades La-
grangianas L(r)e quedan expresadas en términos de las
variables de campo dinámicas independientes y así
constituyen las densidades Lagrangianas efectivas de
los modelos. Las mismas vienen dadas por

L(r)e = L(r) + Lfg; (3.2)

donde L(r) son las densidades Lagrangianas de partida
y

Lfg =
�a
2
(@�a�)

2
+
�A
2
(@�A�)

2 (3.3)

es la densidad Lagrangiana de �jado de gauge. En
esta última ecuación, �a y �A son multiplicadores de
Lagrange.
Debemos aclarar que hemos considerado necesario

partir formalmente de integrales de camino canónicas
y probar que es posible llegar a integrales de camino
Lagrangianas. La razón es que, como se sabe, exis-
ten muchas teorías de campos en las cuales la simple
integral de camino Lagrangiana no puede obtenerse
partiendo de la canónica (ver, por ejemplo, Ref. [17]
y referencias incluidas).

B. Estructuras diagramáticas

Expresaremos los propagadores y vértices en el es-
pacio de los momentos.
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

Los propagadores d�� yD
(1)
�� de los campos de gauge

a� y A�; respectivamente, vienen dados por

d��(k) =
1

�a

k�k�
k4

+ 2i�~�"���
k�

k2
; (3.4a)
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D(1)
�� (k) = g��

1
1

�2�(k2) � k2�(k2)

+

"
1

�A
� k2

1
�2�(k2) � k2�(k2)

#
k�k�
k4

+i"���
k�

�
�
1
�2 � k2�

2(k2)
�
k2
; (3.4b)

donde �(k2) = 1� 4�k2 y k2 = k�k
�:

El propagador G del campo de materia se escribe
en la forma

G(p; E) =

�
E��� p2

2me

��1
; (3.5)

donde E es la energía de la partícula, p su momento
ordinario y p2 = p21 + p

2
2:

Los vectores V �n ; n = 1; 2; son los vértices de 3 pun-
tas del modelo. Estos están dados por

V �1 = V �; (3.6a)

V �2 = eV �; (3.6b)

donde

V � =
�
1;me

�1qi
�
; (3.7)

con i = 1; 2:
Las matrices W��

m ;m = 1; 2; 3; son los vértices de 4
puntas. Estas se escriben como

W��
1 = � 1

2me
W�� ; (3.8a)

W��
2 = � e2

2me
W�� ; (3.8b)

W��
3 = � e

me
W�� ; (3.8c)

donde

W�� =

0@ 0 0 0
0 1 0
0 0 1

1A : (3.9)

Las correspondientes reglas de Feynman son [18]:
(i) Propagadores.
Representamos a los propagadores de los campos de

gauge a� y A� con una línea ondulada gruesa y una
línea ondulada �na

respectivamente, y al propagador del campo de mate-
ria con una línea recta

(ii) Vértices.
Así, los vértices de 3 puntas del modelo quedan re-

presentados por

y los de 4 puntas por

(b) Para el modelo general:
Puesto que los términos presentes en las Ecs. (2.5)

son cuadráticos en los campos de gauge, los mismos
deben contribuir a los propagadores. Por esta razón,
la única posibilidad de poder construir la estructura
diagramática del modelo consiste en considerar una
variable de campo extendida auxiliar X� = (a�; A�)

[8]. De esta manera, el propagador D(2)
�� del campo

de gauge X� está dado por

D
(2)
�� (k) =

�
M��(k) L��(k)
L��(k) N��(k)

�
; (3.10)

donde

M��(k) = �1(k
2)g�� + �2(k

2)k�k� � i�3(k2)"���k�;
(3.11a)

L��(k) = �1(k
2)g�� + �2(k

2)k�k� � i�3(k2)"���k�;
(3.11b)

N��(k) = �1(k
2)g�� + �2(k

2)k�k� � i�3(k2)"���k�:
(3.11c)
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En las Ecs. (3.11), los coe�cientes se escriben como

�1(k
2) =

�4ac'� �
�
c2 + k2'2

�
A ; (3.12a)

�2(k
2) = � B

�ak4A
; (3.12b)

�3(k
2) =

b
�
4a2 � k2�2

�
� 4

�
ck2�'+ a(c2 + k2'2)

�
2k2A ;

(3.12c)

�1(k
2) =

b(c� + 2a') + 2'(c2 � k2'2)
A ; (3.12d)

�2(k
2) = ��1

k2
; (3.12e)

�3(k
2) =

2c(c2 � k2'2)� b(2ac+ k2�')
k2A ; (3.12f)

�1(k
2) = � b

A (b� + 4c'); (3.12g)

�2(k
2) = � C

�Ak4A
; (3.12h)

�3(k
2) =

2b

k2A
�
ab� c2 � k2'2

�
; (3.12i)

donde

' = '(k2) = d+ �0k2; (3.13a)

A = A(k2) = 8b
�
a(c2 + k2'2) + ck2�'

�
�b2(4a2 � k2�2)� 4(c2 � k2'2)2;

(3.13b)

B = B(k2) = �A� �ak2
�
4ac'+ �(c2 + k2'2)

�
;

(3.13c)

C = C(k2) = �A� �Ak2b (b� + 4c') ; (3.13d)

con a = (2�)�1; b = (4�~�)�1; c = �e=me y d = �e=me:
El propagador G del campo de materia viene dado

por la Ec. (3.5).
El vector V � es el vértice de 3 puntas del modelo.

Este se escribe en la forma

V � =

�
1;
1

me
qi; e;

e

me
qj

�
: (3.14)

Finalmente, la matriz W�� es el vértice de 4 pun-
tas. Esta está dada por

W�� = � 1

2me

0BBBBB@
0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 e 0
0 0 1 0 0 e
0 0 0 0 0 0
0 e 0 0 e2 0
0 0 e 0 0 e2

1CCCCCA : (3.15)

Las correspondientes reglas de Feynman son las
siguientes:
(i) Propagadores.
Representamos al propagador del campo de gauge

X� con una línea ondulada

y al propagador del campo de materia de la misma
forma que para el modelo topológicamente masivo
puro.
(ii) Vértices.
De esta manera, los vértices de 3 y 4 puntas del

modelo quedan representados por

respectivamente.
Para ambos modelos considerados, las restantes re-

glas de Feynman son las usuales.
Vimos así que las estructuras diagramáticas de los

modelos considerados son distintas. Encontramos que
lo mismo ocurre con los correspondientes modelos sin
altas derivadas.
Por otro lado, observamos que, para ambos mode-

los analizados, el propagador del campo electromag-
nético tiene un mejor comportamiento ultravioleta que
el obtenido cuando el término en altas derivadas no
está presente. Para el modelo topológicamente ma-
sivo puro esto se da en el gauge de Landau, en el
cual �A ! 1: En cambio, para el modelo general en
cualquier gauge.
Asimismo, hallamos que los diagramas primitiva-

mente divergentes de los modelos sin altas derivadas
que poseen el propagador del campo electromagnético
pasan a ser convergentes con el nuevo propagador. Es-
tos son los siguientes:
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:
(i) El diagrama de autoenergía de los FC
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Utilizando las reglas de Feynman dadas anterior-
mente, su integral de Feynman se escribe como

�(p) /
Z

d3k

(2�)3
V �2 G(p�k; Ep�k)V �2 D��(k): (3.16)

(ii) Las correcciones a los vértices de tres puntas

cuyas integrales de Feynman son

��1;2(p; q; p+ q) /
Z

d3k

(2�)3
V �2 D��(p+ k)V

�
2

�G(k� q; Ek�q)V �1;2G(k; Ek);
(3.17)

respectivamente.
(iii) El scattering de materia con materia

con integral de Feynman


(p; q) /
Z

d3k

(2�)3
W��
3 D��(k)W

��
3 d��(p+ q � k):

(3.18)
(b) Para el modelo general:
(i) El diagrama de autoenergía de los FC, el cual es

igual al del modelo topológicamente masivo puro.
(ii) La corrección al vértice de tres puntas, que es

igual al diagrama que aparece a la derecha de los dia-
gramas de este tipo para el modelo topológicamente
masivo puro.

IV. CUANTIFICACIÓN BRST

A. Matrices correspondientes a los vínculos de
segunda clase, variables de campo dinámicas y
densidades Hamiltonianas de primera clase

(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

Escribiendo �
(1)
1 = �012 ;�

(1)
2 = �022 ;�

(1)
3 =


y1;�
(1)
4 = 
y2;�

(1)
5 = 
1 y �

(1)
6 = 
2; encon-

tramos que el determinante de la matriz F (1) =�h
�
(1)
I ;�

(1)
J

i�
; I; J = 1; :::; 6; vale

detF (1) =
1

4�2~�
2 �(x� y): (4.1)

Las variables de campo dinámicas son

AF =
�
a�; A� ; B�;  �;  

y
� ; �a

�
; (4.2)

donde �a; a = 1; :::; 5; son multiplicadores de La-
grange. Sus momentos canónicamente conjugados son

PF =
�
p�; P �; Q�; �y�; �� ; �

a
�
: (4.3)

(b) Para el modelo general:
Nuevamente, escribiendo �

(2)
1 = 
y1;�

(2)
2 =


y2;�
(2)
3 = 
1 y �

(2)
4 = 
2; encontramos que el de-

terminante de la matriz F (2) =
�h
�
(2)
I ;�

(2)
J

i�
; I; J =

1; :::; 4; vale

detF (2) = � (x� y) : (4.4)

Las variables de campo dinámicas son

AF =
�
a�; b� ; A�; B";  �;  

y
� ; �a

�
; (4.5)

cuyos momentos canónicamente conjugados son

PF =
�
p�; q�; P �; Q"; �y�; �� ; �

a
�
: (4.6)

Vemos que aquí también los espacios de fases para
los modelos analizados son distintos.
Por otro lado, las densidades Hamiltonianas de

primera clase son:
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

H(1)
0 = H(1)

c + a0

�
1

e
�
(1)
1 + i�

(1)
2

�
+B0�

(1)
5 : (4.7)

(b) Para el modelo general:

H(2)
0 = H(2)

c + b0�
(2)
5 +B0�

(2)
6 : (4.8)

B. Funcionales generatrices

Consideramos las variables de campo fantasmas fer-
miónicas (espinores de Majorana)

QA = (qa; pb) (4.9)
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y sus momentos canónicamente conjugados

PA =
�
pya; qyb

�
; (4.10)

respectivamente, donde el símbolo �y�indica antifan-
tasmas.
Se veri�ca que

�
qa(x); p

yb(y)
�
+
= �ba�(x� y); (4.11a)

�
pa(x); q

yb(y)
�
+
= �ba�(x� y): (4.11b)

De esta manera, encontramos las densidades Hamil-
tonianas de �jado de gauge invariantes BRST para
cada modelo

H(r)
� (x) = H(r)

0 (x) + pya(x)p
a(x)

+ �(r)a (x)�
a(x) + �a(x)�

(r)a(x)

+ qya(x)

Z
d2y
h
�(r)a(x);�

(r)
b (y)

i
�
qb(y);

(4.12)

r = 1; 2:
Consecuentemente, las densidades Lagrangianas

BRST se escriben

L(r)� = _AFP
F + PA _QA �H(r)

� : (4.13)

Finalmente, teniendo en cuenta que ambos mo-
delos considerados poseen vínculos de primera y se-
gunda clase, escribimos [14] sus funcionales generatri-
ces BRST mediante las siguientes integrales de camino
de Feynman:

Z(r)� =

Z
DAFDPFDQADPA�

h
�
(r)
I

i h
detF (r)

i1=2
� exp

�
i

Z
d3xL(r)�

�
: (4.14)

Con referencia a la Ec. (4.12), tene-
mos que, para los modelos en conside-

ración, se cumple que
h
�(r)a(x);�

(r)
b (y)

i
�

=h
f
(r)a
b + g

(r)a
b r2 + h(r)ab

�
r2
�2i

�(x� y); donde:
(a) Para el modelo topológicamente masivo puro:

f
(1)a
b =

0BBB@
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0

1CCCA ; (4.15a)

g
(1)a
b =

0BBB@
�e 0 0 0 0
1 i

e 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 �1

1CCCA ; (4.15b)

h
(1)a
b =

0BBB@
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 �4�

1CCCA : (4.15c)

(b) Para el modelo general:

f
(2)a
b =

0BBBBB@
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

1CCCCCA ; (4.16a)

g
(2)a
b =

0BBBBBB@

�e 0 0 0 0 0
1 i

e 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2�e

me
�1

0 0 0 0 0 2�e
me

1CCCCCCA ; (4.16b)

h
(2)a
b =

0BBBBB@
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 �2�0 �4�
0 0 0 0 0 �2�0

1CCCCCA : (4.16c)

Además, hemos probado que para los modelos en
consideración las funcionales generatrices correspon-
dientes al formalismo BRST son equivalentes a las
obtenidas utilizando el método de FS, dadas por la
Ec. (3.1).
Asimismo, en lo que respecta al formalismo BRST,

hemos expresado, para ambos modelos considerados,
los resultados obtenidos en términos de las variables
de campo dinámicas independientes y sus momen-
tos canónicamente conjugados. Puede mostrarse que,
tomando � = �0 = 0 en estos últimos resultados, en-
contramos los correspondientes a los modelos sin altas
derivadas.

V. CONCLUSIONES

Se ha presentado un estudio comparativo entre dos
modelos de campos de gauge U(1) � U(1) no rela-
tivistas en altas derivadas correlacionados, que des-
criben la interacción electromagnética de partículas
compuestas en dimensiones (2+1).
Primero, se consideraron los resultados encontrados

siguiendo el método Hamiltoniano usual para sistemas
en altas derivadas singulares.
Luego, se tuvieron en cuenta los resultados

obtenidos por medio de la cuanti�cación vía integral
de camino de Feynman, extendiendo el formalismo de
FS.
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Finalmente, se consideraron los resultados halla-
dos generalizando el procedimiento de cuanti�cación
BRST.
Vimos que los resultados correspondientes al mo-

delo sin masa topológica pueden ser obtenidos direc-
tamente de los que pertenecen al modelo topológica-
mente masivo puro cancelando los términos con masa
topológica.
Hallamos que los resultados que corresponden al

caso interactivo puro pueden ser obtenidos directa-
mente de los pertenecientes al modelo general, can-
celando los términos con masa topológica. Por el
contrario, los resultados vinculados al caso topológi-
camente masivo puro no pueden ser hallados de los
asociados a dicho modelo cancelando los términos de
interacción entre los campos de gauge.
Asimismo, encontramos que las estructuras de vín-

culos correspondientes a los modelos en consideración
son distintas.
Encontramos también que las estructuras dia-

gramáticas de los modelos considerados son distintas.
Observamos además que todos estos hechos ocu-

rren también con los correspondientes modelos sin al-
tas derivadas.
Por otro lado, para ambos modelos estudiados, al

pasar a las variables de campo dinámicas independien-
tes, los resultados obtenidos, en lo que respecta a la
estructura de vínculos y expresiones �nales asociadas
a la cuanti�cación canónica, se reducen a los vincu-
lados a los modelos sin altas derivadas al considerar
� = �0 = 0: Esto mismo ocurre con los propagadores
del campo electromagnético de ambos modelos trata-
dos.
En lo que respecta al formalismo BRST, hemos ex-

presado, para ambos modelos considerados, los resul-
tados obtenidos en términos de las variables de campo
dinámicas independientes y sus momentos canónica-
mente conjugados. Como dijimos, tomando � = �0 =
0 en estos últimos resultados, encontramos los corres-
pondientes a los modelos sin altas derivadas.
Las anteriores consideraciones fueron desarrolladas

considerando explícitamente el caso de FC.
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