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Se construye el formalismo de segundo orden de la extension supersimétrica de la gravedad topolégica masiva en tres
dimensiones. La parte fermionica es la suma de la accidn de Rarita-Schwinger (dindmicamente trivial) y de un término
topoldgico invariante de gauge, con derivadas de segundo orden, analogo al gravitatorio. Se introduce la transformacion
de Ostrogradski para definir los momentos candnicos. Se computa el conjunto de vinculos primera y segunda clase, los
cuales verifican el algebra de vinculos. Se escribe el Hamiltoniano total generador de las evoluciones temporales.
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The second order canonical formalism for the supersymmetric extension of the topologically massive 2+1 gravity theory
is constructed. This model containing the Chern-Simons term is a higher derivative one, so, in order to define canonical
momenta, the Ostrogradski transformation is introduced. The set of first and second class constraints, which verify the
constraint algebra, are explicitly computed, and the total Hamiltonian, generator of the time evolution of the system, is

written.
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I. INTRODUCCION

En los Gltimos afios, distintas teorias de campo
cuantica de la gravedad y supergravedad en (2+1)
dimensiones han sido investigadas con creciente interés.
Distintos problemas interesantes se presentan en la
Fisica plana (2+1) dimensional [1,2].

La gravedad o la supergravedad en (2+1) dimensiones
pueden describirse por una teoria gauge de Chern-
Simons del grupo de Poincaré 1SO(2,1) o el grupo de de
Sitter [3]. En particular, las supergravedades de
Poincaré extendidas en (2+1) dimensiones como teorias
gauge de Chern-Simons pueden ser obtenidas llevando
a cabo una contraccion de Inonu-Wigner del
superélgebra de Lie del grupo de de Sitter Osp(1/2;C) o
del grupo de anti de Sitter Osp(1/2;R)xOsp(1/2;R). La
fisica plana (2+1) dimensional fue estudiada por mucho
tiempo por distintos autores [1]. También existe interés
matematico en variedades que son localmente planas
pero topolégicamente no triviales [4]. Ademas, en el
marco de la gravedad (2+1) dimensional es posible
investigar las interacciones gravitatorias en presencia de
cuerdas cosmicas. Desde hace tiempo es bien conocido
que la supergravedad de Poincaré (y conforme) en
(2+1) dimensiones puede describirse por un término de
Chern-Simons [5]. En Ref. [5] se estudia la extensién
supersimétrica del término de Lorentz-Chern-Simons
gravitatorio, y se muestra su importante rol en super-
gravedad.

Ademas, las teorias de Chern-Simons pura U(1) y
SU(N) y la teoria topolégicamente masiva en (2+1)
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dimensiones fueron cuantificadas por medio del
formalismo de Dirac [6]. También fueron analizadas la
estructura de vinculos y las propiedades de simetria del
sistema dinamico. Asi mismo se investigo la unitariedad
y la posible renormalizacién de la teoria de super-
gravedad topolégicamente masiva en tres dimensiones
[7]. El conteo de potencia fue realizado, y la teoria a un
loop resulta finita. Esto es un hecho interesante, sin
embargo la renormalizabilidad requiere no sélo de un
correcto conteo de potencias sino una regularizacién
concreta que asegure que no aparezcan anomalias.

Los sistemas dinamicos descriptos en funcion de altas
derivadas han sido estudiados por muchos autores y
constituye un problema interesante de investigacién
actual en teoria de campos cuénticos. Otra motivacién
para considerar esta clase de teorias se debe al hecho
que la suma de términos con alta derivada en el
Lagrangiano, puede servir para regularizar las divergen-
cias ultravioletas en la teoria cuéntica.

El descubrimiento de agujeros negros aumentd
considerablemente el interés de modelos de gravedad
(2+1) dimensionales. Sin embargo, es bien conocido
que la relatividad general en (2+1) dimensiones no tiene
ni grados de libertad propagantes ni limite Newtoniano.
Una modificacion fisicamente interesante de la relativi-
dad general (2+1) dimensional, que resuelve al menos
algunos de estos inconvenientes, estd dada por la
adicion del término de Chern-Simons gravitatorio al
término usual de Einstein-Hilbert presente en la accion.
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Esta teoria es wusualmente Illamada Gravedad
Topoldgicamente Masiva (TMG) [1].

En un trabajo previo [8] se estudid, desde la métrica y
desde las formas “dreibein”, el formalismo de primer
orden de la accién completa constituida por las acciones
de Einstein no lineal y la de Chern-Simons con derivada
de tercer orden. Para dar un marco geométrico de este
modelo, se analizé la teoria de gravedad (2+1) topolo-
gicamente masiva desde punto de vista de variedades
con estructura de grupo. Puesto que la teoria es
formulada sobre el algebra exterior, resulta
naturalmente invariante bajo transformaciones de
coordenadas (o difeomorfismos). También se desarrollo
el formalismo canonico exterior con el propdsito de
mostrar su conexion directa con el formalismo de los
corchetes de Dirac. Este hecho es ventajoso cuando el
modelo es cuantificado en el marco canénico. Hace
algunos afios, fue estudiado un modelo dindmica y
topol6égicamente no trivial para la gravedad en tres
dimensiones [1]. Su accion aumenta el término usual de
Einstein por uno topoldgico. Aunque se conserva la
invariancia local de coordenadas, el modelo representa
una excitacion masiva de spin 2.

En referencia [1], los autores muestran que existe una
extension natural localmente supersimétrica, y es
invariante bajo las transformaciones usuales de la
supergravedad. La accion fermidnica es similar a la
accion gravitatoria. La parte de Rarita-Schwinger es
también trivial, pero cuando se le suma el término
fermidnico topoldgico (con derivada de segundo orden),
el sistema describe una excitacion masiva, causalmente
propagante de spin 3/2 que acompafia al graviton. Por lo
tanto, el objetivo es estudiar la extension supersimétrica
de la gravedad topoldgicamente masiva tridimensional.
Se construye directamente el formalismo de segundo
orden, teniendo en mente la presencia de los términos
de alta derivada en el modelo.

El formalismo Hamiltoniano de segundo orden serd no
trivial debido a la presencia de los términos en segunda
derivada en la densidad Lagrangiana. En los casos de
los términos carentes de altas derivadas esto es resuelto
mediante una integracion parcial. Debido a la presencia
de la forma de Lorentz-Chern-Simons, en un
formalismo de segundo orden no es posible obtener una
accion que contenga solamente derivadas primeras del
tiempo sobre los “dreibeins”. Para eliminar las altas
derivadas del tiempo un truco conveniente es considerar
la transformacion de Ostrogradski [9-11] para poder
introducir los momentos canénicos. También en [12] se
analizo el problema de la presencia de derivadas de
orden impar, es decir, Chern-Simons en D=3.

Il. PRELIMINARES Y DEFINICIONES

El punto de partida es considerar las relaciones
de (anti) conmutacion del superalgebra y las dos formas
curvatura en tres dimensiones. El superalgebra en tres
dimensiones esta compuesta por generadores de Lorentz

M, (a,b=1,2,3), las traslaciones P,, mas los genera-

dores impares (supersimetria) Q“(a =1,2). Entonces,
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se obtiene el superalgebra tridimensional dada por las
siguientes relaciones de (anti)conmutacion:

[Mab7Mcd]:77bcMad+'7adec_77achd_77bdMac (2.1)
[Mab'Pc]:chPa_nach (22)

a 1 a
|:Q ’Mab = E(Tab)ﬂ Qﬂ (23)
[Q*,.Q"}=-2(r*c?)”P, (2.4)

En el formalismo geométrico de primer orden la
dindmica es descripta por los campos 1-formas

u® = (Va,a)a",y/“) , donde el indice compuesto B toma

valores en el rango vectorial a, en el rango tensorial ab
y en el rango espinorial a. Los campos V?,o® y y“
son el “dreibein”, la conexion espinorial de Lorentz y el
gravitino, respectivamente. Las 2-formas dx® juegan
el rol de velocidades. Las 2-formas curvatura corres-
pondientes a los campos anteriores son llamadas
R® = (R% R™, p“), y estan definidas por:

R =dV® + 0™ AV, —%Waw (2.5)
R* =do® + 0™ re,” (2.6)
p(l//)Zdy/+%a)ab/\Tabl// +Viary  (27)

Se usaran las matrices pseudo-Pauli reales z* (r° =ic?,
=01’ = al) (a=0,1,2) que satisfacen el algebra

2" =n® + ™7, con 7* =(-111), &, es el tensor

ab

alternante en el espacio tangente, ¢, =+1 y % estd

definido por 7% = [Tayrb] — 267

IIl. DENSIDAD LAGRANGIANA
SUPERSIMETRICA

El punto de partida es considerar la extension
supersimétrica de la gravedad topolégica masiva
tridimensional. Se define la accién por medio de una
densidad Lagrangiana que contiene términos en altas
derivadas:

L= L+ Ly + Los + L (3.1)
donde £ es el usual término de Einstein-Hilbert, el
cual juega el rol de término de masa, y viene dado por:

(3.2)

1
£ =-R= 5 L Rvpbcgahcg‘””
donde R es "
componentes del “dreibein” en la base holondémica

(V*="Ldx") ¥ @, son la componentes de la

la curvatura escalar, L. son las

conexién espinorial.

El término gravitacional de Chern-Simons es un término
en alta derivada, y es visto como un término cinético:
(3.3)

_ ab L uvp E ab ¢ Huvp
LEZS - aya)vab a)p € 3 a)y Dy wpca €

La parte fermionica es suma del término de Rarita-
Schwinger y un término topolégico gauge invariante, de
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segundo orden en la derivada y andlogo al término
gravitacional:

Ly, =iy, 0y & +iW, 0,7 v, g™ (3.4)

4e =D, 7,50, L,L, " (35)

donde y es un espinor de Majorana, y la derivada
covariante esta definida por:

(3.6)

Las expresiones explicitas, en componentes, para las
tres curvaturas (2.7)-(2.9), son:

— abc
Dyl//v - a/ll//l/ + a),uab TCWV &

ab ab ac b
R, =0,0"+0 0, (3.7
. i
Re=0,L+0>L, —El//#‘ral//v (3.8)
—(a a 1 — () al
p;(lv) = ayl//\/( ) __(!//yrab) a)v ’ (3'9)

2
Notese que se usan los indices griegos u,v,...=0,1,2
para el tensor espacio-tiempo (indices de universo) y los
indices latinos i, j,...=1,2 para rotular solo las

componentes espaciales. También consideramos el
tensor métrico “’gﬂv descompuesto de acuerdo a [13].
Asi, la densidad Lagrangiana resulta:

[:(8 L. w )gabC etP

d
u —va~phc +a)ya @ L

vdb —pc

2
ab ab c v
+[8ya)vaba)p _Ea)" o,, a)pcajg”” (3.10)

P — wp i abc _, uvp
+iy 0y " +ly 0Ty, ¢

H — _a_b yTo uvp
+IDy, " Dy, L, L, e

IV. FORMALISMO HAMILTONIANO DE
SEGUNDO ORDEN

Partiendo ahora de la densidad Lagrangiana

(3.11) puede construirse el formalismo de segundo

orden, que se obtiene considerando la siguiente

ecuacion de movimiento (el vinculo sobre la curvatura
fuertemente cero):

R: =0

4.2)
uv
Utilizando la ecuacion (3.8) para esta curvatura, puede
obtenerse:
1.
a)/lab(v) = E La (ay va - av Lyb)
1.
_E Lb (ay Lva - av Lya)
4.2)
-0,L,. )L

a p —oC o —pc ]

1.,
Sk (o,L
1,_ _ _
+ 7T~V im0 )
En consecuencia, una vez que la ecuacién (4.2) es
utilizada para eliminar como variable dindmica
independiente al w,,, (L,y), la densidad Lagrangiana

s6lo depende del campo graviton °

L., Yy del campo
gravitino v, .

La densidad Lagrangiana (3.11) contiene derivadas
segundas del tiempo sobre las componentes del
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“dreibein”, y debido a la forma del término de Lorentz-
Chern-Simons no es posible eliminarla por integracion
parcial. Por consiguiente, se esta en presencia de un
sistema Hamiltoniano vinculado con un Lagrangiano
singular de alto orden, en el marco del formalismo de
Dirac.

Por lo tanto, para introducir los momentos canénicos en
esta teoria con alta derivada, se considera la trans-
formacién de Ostrogradski [10,11]. En estos trabajos, se
desarrolld el formalismo candnico para un sistema
Hamiltoniano vinculado con Lagrangiano singular de
alto orden. Esto se lleva a cabo via el estudio del primer
teorema de Noether. Siguiendo los pasos dados en
aquellos trabajos, se aplicaran las mismas ideas para
construir el formalismo candnico para este modelo.
Ademaés, se trabajard lo més cercano posible a las
conjeturas de Dirac. Como en los sistemas
Hamiltonianos vinculados usuales, los pasos a seguir
son los siguientes:

(i) A partir del formalismo de Lagrangiano se calculan
los vinculos primarios y por lo tanto puede escribirse el
Hamiltoniano total.

(i) Luego, se buscan los vinculos secundarios
imponiendo consistencia sobre los primeros.

(iii) Analizando el conjunto completo de vinculos, se
determinan  los vinculos primera clase, que
corresponden a invariancias de gauge del sistema.
Finalmente, los corchetes de Dirac son definidos a partir
de los corchetes de Poisson, y los vinculos segunda
clase son eliminados tomandolos fuertemente a cero.

Se comienza definiendo las variables de campo

- 7 - - - . 3 3 [—
dinamicas independientes: °L,,, B,, =9,°L,, Y ¥,,.
La transformacion de  Ostrogradski introduce
respectivamente los siguientes momentos candnicos:

@)
= oL _ Va_; (4.3)
oL, "a(a,L5)
(2)
ng:a—[.c (4.4)
a(6,L5,)
oL
" (y)=—= (4.5)
)=25

Los corchetes de Poisson para las variables canonicas
conjugadas estan dados por:

o) o)
{3|—1(X),HZ(Y)} = {HZ v SLi(X)} =6;0,0(x-y) (4.6)

(2) (2)
{BZ(X),HE(Y)} = {HZ(Y), BZ(X)} =0.0,0(xy)  (47)

(75700, T(y) | = [ T1, (0,757 () 5(5)5(x-y) (4.8)

Utilizando estas definiciones podemos pasar a la
descripcién Hamiltoniana de este sistema vinculado en
altas derivadas. Por calculo directo los momentos
canonicos conjugados resultan:

)

; @
H(c) = _(ai Lo _aol‘ia)wjac‘gOIJ +0; ch (4.9)
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® ) o .
I} = 06,8 +(0,L" —0'L7 ) 0,0

o1 ;
~B%@,,.&" —SLy (0,L5=0,L oo™

0 . ¢
+6j Lva aBﬂze vagabe+ 2 /li O, Lpegyvpgabe
ow,” e v, @, vp _.abe
-2 aBﬂc @, a)peagﬂ P+ “///1 6Bvib Te l//pgy Ye ° (410)
i 6 D — a bD L IO L UVP
+ aBC < yl//vz- T Tl//o') ya pbg &
+0, %@, -0, ( LoLIL,, ) o
-0,%w,, ™ -0, (L: oL, )a)oabngk
(2)
—80 ch
(2)
m° =0 (4.11)
@ i o
I, = (%™ + %™ ) L, (4.12)
1 i'
HO(V/):E(Tk‘//i 'H'i‘/’k)w?kgoJ (4.13)
IT'(y) = 1(z’ v, 0%y ol ey a)i-aEOjk)
Zabj ar %k k7 a™*j (414)

+iy,e% +iDy, 77,67 ™

En el calculo, se utilizo la expresion de conexion a)jb

como funcional de “dreibein” y del gravitino. El
o
momento remante IT, depende de las velocidades.
Las relaciones entre campos 'y momentos
independientes de las velocidades dan lugar a los
siguientes vinculos primarios:
(l)O (1)0 0 0 0ij (2?
a a I 1
D) =10+ (8L - 8°L} ), 6% — 0, T, ~ 0

(4.15)
) (2)
CD(C) _ HS ~0 (4.16)
cgi —I(—i?— kO _.0ij 0.06) ] ~0 4.17
AT LI TE)

1 i
O’ (y) = HO(‘/I)_E(Tkl//i "'‘L'i‘//k)a)?kgoJ ~0(4.18)

ab _0ij

i i 1
O'(y)=11 (‘/’)_Efa‘/’bwj €

ia .0jk

+%(Tal//k +Ty, )0 (4.19)

ol s ko 0]
—iy ;" —iDy,7,7,6"76" =0

donde el simbolo =~ implica débilmente cero, ver
Ref.[14]. Por medio de estos momentos el Hamiltoniano
candnico queda definido por:

@ (2)

Mo =B+ BT~ 7,11 () - £ (4.20)
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El campo Bj no puede ser eliminado del formalismo

cuando se trabaja con Lagrangianos con altas derivadas
[11]. Una vez que el Lagrangiano (3.11) es utilizado, y

se eliminan las velocidades Bj y v, la expresion
final para el H,_, resulta:

Hep = 2BPB 06" + B0, (L0, ) £

_Bicaj (LOa Lib Loca)kab )gojk

=B, 8, (L7 L°L;pe"™ ) 9, +2L°B %0, L 2 8"

+L7m (B L =B Ly — B LL Ly, ) £

ab ab ab c 0ij
—(a)i Gja)Oab + @, 8ia)jab 20, @, @ )g

iap b c 0 jk
—4L°B, Oy O, &
d d abc _0ij
+@y, (a)ja LOc _2w0a ch)g &
abc _0ij
+(6i Loa®@jpe = O; Lja O )‘9 £

+L° (8,8 —8,B" ) @y

jea

1 a c c ij
—EL“" 1" (8,B° —8,B ) L ;6™
-iow,v, g =2y, 7, Vi Dian g™
YT Y O g™
-2 (/7j a Yy Lia Bibgabc‘c;Ojk

_iR 9 vl s yio
1B @y ¥ 77,7, (T EogsE’ +

Ois .ylo cde .0jk
+r e e )l/laé‘ £

yko _cde 0ij
1. Dy, e e

—l0y ¥, TeT, 7

(4.21)

yok Luv]

+iDy 7,7, Dy, e
H — g .Oie ige plv 0 jk
—IB,, v rerﬂz'ﬂ),t//v(Log -& )g &

Finalmente, puede escribirse el Hamiltoniano extendido
(cantidad dinamica primera clase):

Hy = [d°xH, (4.22)
el cual es el generador evoluciones temporales de
funcionales genéricos. La densidad H; queda definida
como:
W o@Qe

7_{T = Hcan +ﬂ(;: CDCJ'_ﬂ'; CD(/:J'_S;ICD# (l//)

@ ®
donde 4; y 4, son arbitrarios multiplicadores de

(4.23)

Lagrange bosonicos, y Sﬂ son arbitrarios multiplicado-

res de Lagrange fermidnicos.
Ahora debe continuarse con el algoritmo de Dirac e
imponer las condiciones de consistencia sobre los
vinculos de acuerdo a:

QW =D [0 H x0  (424)
) ) @
En consecuencia, para el vinculo bosénico ®° se

encuentra el siguiente vinculo secundario:
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@ @) @ @
QY =@ =| @’ H, | =-T1°+,IT. ~0 (4.25)
PB

El procedimiento puede seguirse para cada uno de los
vinculos. Las condiciones de consistencia para los otros
vinculos determinan los multiplicadores de Lagrange
(ecuaciones de consistencia con los siguientes
0o @ _ _

multiplicadores de Lagrange A;, A°,8, Y J,).

Los corchetes de Poisson diferentes de cero que deben
ser evaluados son esencialmente:

) ®
[Hz(x),wzbm} [nz(xm;b(y)}
[ )0, 0P (V) ],

Ademés, por calculo directo de los corchetes de Poisson
entre vinculos, es posible ver que ningdn vinculo
secundario es primera clase.
A este punto es posible hacer algunas conclusiones.
Mirando los vinculos primarios (4.15)-(4.19) y teniendo
en cuenta el conjunto de vinculos secundarios obtenidos
aplicando el algoritmo (4.24), puede verse que solo el
@
vinculo primario @7 tiene nulos sus corchetes de
Poisson con todos los otros vinculos. En consecuencia
@
el vinculo primario ®? es primera clase y corresponde a
invariancias de gauge de la teoria bajo transformaciones
locales de gauge. Como es usual, se pueden construir
otros vinculos primera clase con apropiadas
combinaciones lineales.
Luego, se estd en presencia de una teoria que tiene
vinculos primarios y secundarios, en el formalismo de
segundo orden. Este conjunto contiene vinculos de dos
clases, primera y segunda clase. La presencia de
vinculos segunda clase impone seguir el formalismo de
Dirac. En este sentido, el tratamiento de un sistema
Hamiltoniano vinculado que contenga términos en altas
derivadas en el Lagrangiano es andlogo al método
usual. De acuerdo con las prescripciones de Dirac, los
corchetes de Dirac deben ser definidos primero a partir
de los corchetes de Poisson y luego los vinculos de
segunda clase deben ser eliminados del formalismo
tomando las ecuaciones fuertemente cero.

V. CONCLUSIONES

Se construyéd el formalismo canénico de
segundo orden para la extension supersimétrica de la
gravedad topolégica masiva en (2+1) dimensiones. Se
obtuvo el formalismo de segundo orden, partiendo de la
densidad Lagrangiana en altas derivadas (3.11), y
considerando fuertemente cero los vinculos sobre la

curvatura y eliminando la conexion spinorial wj” como

variable independiente. Se consider6 la transformacion
de Ostrogradski con el proposito de analizar este
singular sistema en altas derivadas. Como fue mostrado,
el tratamiento de los vinculos involucra algunas
sutilezas, las cuales estan solo presente en esta clase de
Teorias con Lagrangianos con término en altas
derivadas. Por lo tanto, el formalismo construido
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corresponde a un sistema Hamiltoniano vinculado que
contiene vinculos primarios y secundarios, los que son
de primera y segunda clase. Para analizar este sistema
en altas derivadas se ha trabajado lo mas cercano
posible a las prescripciones de Dirac [14].
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