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ESTABILIDAD DE LAS ALAS DE ALFVEN EN HMHD
STABILITY OF ALFVEN WINGS IN HMHD
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Un cuerpo conductor que se mueve uniformemente en un plasma magnetizado genera todo tipo de perturbaciones, entre
ellas, ondas de Alfvén. Estas ondas pueden construir estructuras en el plasma que reciben el nombre de alas de Alfvén.
Las mismas han sido detectadas y medidas en varios objetos del sistema solar. Bajo ciertas condiciones los términos
de Hall y de presién electrénica deben ser considerados en la ley de Ohm, dando lugar a la Magnetohidrodindmica
con Hall (HMHD). Aunque Sallago y Platzeck han mostrado la existencia de alas de Alfvén en HMHD, atin queda por
estudiar la estabilidad de las alas de Alfvén en estas condiciones. El objetivo de este trabajo es estudiar la estabilidad
de las alas de Alfvén en presencia de una perturbacién incompresible con la misma simetria que la estructura y con
la misma polarizacién, en HMHD. Palumbo ha desarrollado un método analfico para el estudio de la estabilidad de
estructuras estdticas, con una simetria, en plasmas magnetizados, en presencia de perturbaciones incompresibles que
tengan la misma simetria que la estructura a estudiar. Como las alas de Alfvén son estructuras estacionarias, Sallago y
Platzeck mostraron la estabilidad de las alas de Alfvén en condiciones MHD extendiendo el método de Palumbo. En el
presente trabajo se extiende este método para el estudio de la estabilidad de las alas de Alfvén en condiciones HMHD
y se concluye que, en presencia de este tipo de perturbaciones, son estables.

Palabras clave: alas de Alfvén, Hall, estabilidad.

A conducting source moving uniformly through a magnetized plasma generates, among a variety of perturbations,
Alfvén waves. Alfvén waves can build up structures in the plasma called Alfvén wings. The wings have been detec-
ted and measured in many solar system bodies, and their existence have been theoretically proved also. Under certain
conditions, Hall and electronic pressure must be taken into account in the Ohm’s law and so one gets Hall Magne-
tohydrodynamics (HMHD). In spite of Sallago and Platzeck have shown the existence of Alfvén wings in HMHD, their
stability under such conditions remains to be studied. The aim of this paper is to analyze the stability of an Alfvén wing,
in the presence of an incompressible perturbation that has the same symmetry than the structure and polarization, in
HMHD. Palumbo has developed an analytical method for the study of the stability of static structures with a symmetry
in magnetized plasmas, in the presence of incompressible perturbations with the same symmetry than the structure.
Since Alfvén wings are stationary structures, Sallago and Platzeck have shown the stability of such Alfvén wings in
MHD conditions by extending Palumbo’s method. In the present paper this method is extended for Alfvén wings in

HMHD conditions, and one concludes that in the presence of this kind of perturbations they are stable.
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I. INTRODUCCION

La interaccién entre cuerpos conductores y plasmas mag-
netizados en movimiento relativo tiene lugar en una varie-
dad de escenarios en los plasmas espaciales, situaciones en
las que se generan alas de Alfvén, como en sistemas cons-
tituidos por satélites artificiales moviéndose en la ionosfera
[1, 2], las lunas jovianas [3] y asteroides como Ida y Gaspra
[4].

La influencia de los términos de Hall y de gradiente de
presion electrénica en la ley de Ohm, tanto en la propaga-
cién de ondas de Alfvén como en la formacién de las alas ha
sido estudiado por Sallago y Platzeck en 2004 [5], en ade-
lante SP04, donde mostraron que en HMHD pueden propa-
garse ondas de de Alfvén de gran amplitud si la densidad de
corriente satisface una “condicién de polarizacién” y pue-
den construirse alas para plasmas de fondo uniformes. En
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este caso, una cantidad llamada presion generalizada Px se
mantiene constante dentro del ala y, para que se satisfagan
las condiciones de contorno en el borde del ala, aparece una
densidad de corriente en su superficie.

Por otra parte, el estudio de la estabilidad de ondas de
Alfvén de gran amplitud ha sido abordado tanto desde el
punto de vista tedrico como experimental, tanto para plas-
mas MHD como para plasmas dispersivos [6, 7], perma-
neciendo bajo estudio durante mucho tiempo. Sallago y
Platzeck [8], en adelante SPO7, mostraron la estabilidad de
las alas de Alfvén en MHD para plasmas uniformes, frente
a perturbaciones incompresibles que tengan la misma sime-
tria que el ala, como una extensién del método desarrollado
por Palumbo (1998) [9] para estructuras estdticas.

Debe tenerse presente que el ala es una region cilindrica,
la forma de la seccién transversal depende de la forma de la
fuente. El borde de la seccion transversal del ala nunca es la
proyeccién de una linea de campo de induccién magnética

©2021 Anales AFA 1


https://doi.org/10.31527/analesafa.2021.32.1.1

y no es posible tener una proyeccién cerrada de una linea
de campo magnético en la seccidn trasversal del ala. Estas
son las mismas condiciones que se consideran en SPO7 [8].

En la Sec. II se presenta una breve descripcion del mé-
todo extendido para el estudio de la estabilidad de las alas
de Alfvén en MHD contenido en SPO7 [8]. El mismo es ex-
tendido para alas de Alfvén en HMHD en la Sec. III. De la
misma manera que sucedia en el caso de alas en MHD, el
espacio puede dividirse en dos regiones relativas al ala, en
la Sec. IV se analizan las soluciones en las regiones exterior
e interior al ala en HMHD. La solucién en la regién exte-
rior es trivial y, utilizando las mismas herramientas que en
el caso MHD, se utiliza el método de las caracteristicas para
resolver las ecuaciones en la region interior. Finalmente, se
muestra la estabilidad lineal de las alas de Alfvén en HMHD
en presencia de perturbaciones incompresibles simétricas.

II. METODO

Para estudiar este problema de la estabilidad de las alas
de Alfvén en HMHD, primero se describe brevemente el
método aplicado para el estudio de la estabilidad de las mis-
mas en MHD.

En un sistema de coordenadas cartesiano (x,y,z), cuan-
do las cantidades son independientes de una variable (z), se
pueden definir funciones corriente para todas las magnitu-
des de divergencia nula: el flujo de masa pV, el campo de
induccién magnética B, la vorticidad @ y la densidad de co-
rriente J. De este modo los campos pueden escribirse:

pV =Vyxi+pVz ¢ (1)
B=Vyx:+B:: 2
O=VVixitwz % 3)
f—;&xﬁ—ki @)

donde Y, v, Vz'y Bz/u son funciones corriente.

Partiendo de las ecuaciones de la MHD, usando las fun-
ciones corriente, se obtiene un sistema de ecuaciones en-
tre jacobianos de las distintas magnitudes fisicas [10-12].
El método comienza considerando un estado de equilibrio
inicial para la estructura bajo estudio y una perturbacién
incompresible de pequefia amplitud con la misma simetria
que la estructura. Se elige una perturbacién incompresible
porque ésta tiene disponible toda su energia para inestabili-
zar a la estructura [13]. Se linealiza el sistema de ecuaciones
y las cantidades fisicas se identifican con los super-indices
”0” y ”1” relativo al estado de equilibrio y a la pequefia per-
turbacidn respectivamente. Solamente se toman en conside-
racion casos en que la densidad del plasma es uniforme, por
lo tanto, de la ecuacidn de continuidad se tiene que la per-
turbacién en densidad es nula. Para el problema del estudio
de la estabilidad de las alas de Alfvén en MHD el sistema

de ecuaciones resulta:

ov) 1
pO TZZ - [Xoavzl] - [%lavzo] - E [B%awl]
1 1 0
—— [BL, ] =0, 5
MZW] (5)
0 3“’% 0.1 1.0 0 1
pU gl ] = vz = 2.
+ 7. v°], (6)
a 1
POTV;_[XOJI’]]—[X]7WO]:0a (7
831 xl
v+ (v 8] + [
XO
+ [Blz,po] =0. (8)

Como el espacio puede dividirse en dos regiones relativas
al ala, se analizan las soluciones en las regiones exterior e
interior al ala. Tomando como direccién invariante al eje
del ala, identificando a los valores en el interior del ala con
super-indice "0"se tendrd [14]:

p0 = po = constante, ©)]

0 o [Po
X == -, (10)

v H
VZO + B% = V4, = constante, an

VHPO
oy} (12)
Po

Notar que los campos de fondo son uniformes y las alas de
Alfvén estdn formadas por ondas de Alfvén de corte que
son perturbaciones incompresibles (ver Ec. (9)).

En el caso MHD se definen dos funciones auxiliares { y

n9

Bl

C:@+w%? (13)
y!

n=x'+ (14)

VEPo

de modo que el sistema de ecuaciones (5-8), luego de un
poco de dlgebra resultan:

%Jri[wo,é] =0

15
VDo (13)
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avin 1 0 2 2.0
1 W0, V2] — [V2y°, 0] +
= WO{[W n]—[V?y’n]

+V2 [y, ] } =0. (16

En la regiéon exterior al ala se tiene py, po, \70 =
(Vox,0,Voz), v By = (Box,0,Boz), todas cantidades unifor-
mes y las funciones corriente correspondientes a la regién
exterior son Yo =yBox ¥ Xo =YPoVox. En la regién in-
terior las magnitudes estdn dadas por las Ecs. (9)-(12). El
sistema de ecuaciones debe satisfacerse en todas partes. Su-
pongamos que la dependencia temporal de la perturbacién
incompresible es del tipo exp(—iwz).

En la regién exterior, debido a los valores de los campos
no perturbados, las Ecs. (15) y (16) toman la forma de una
ecuacion diferencial de primer orden con solucién del tipo:

v=v"(y) exp[—io(t +x/KBox)].

donde K es una constante. Como para distancias lejanas al
ala la perturbacién debe estar acotada, las tinicas pertuba-
ciones con frecuencias imaginarias (@ = ic* ) son las de
amplitud nula. Por lo tanto { y V?7 son nulas y en con-
secuencia lo es B%. Teniendo en cuenta que &, B% y VZ1
son continuos en el borde del ala I', ya que los elementos
del plasma pasan a través de dicho borde, puede mostrarse
usando la primer identidad de Green que 1, V), x' y y!
son nulas en la regién exterior.

En laregién interior se utiliz6 el método de las caracteris-
ticas para mostrar que las perturbaciones también son nulas.
En este caso se tomé una perturbacidn lineal de frecuencia
imaginaria de la forma € = £*(x,y) exp(—iot).

Teniendo en cuenta que { es continua en el borde del
ala, puede escribirse una ecuacién diferencial para {* en la
region interior que puede resolverse por el método de las
caracteristicas:

0 5 7x
o' +K A K
dx dy

W,

dy dx a7

donde la ecuacion de las lineas caracteristicas es

dy d{”
o

KB)
por lo que las lineas caracteristicas son la proyeccion de las
lineas del campo de induccién magnética sobre la seccidon
transversal del ala. Integrando la Ec. (18) pueden obtenerse
los valores de {* sobre cada curva caracteristica en funcién
de sus valores en el borde del ala y en consecuencia, resul-
ta que { es nulo también en la regién interior. Para mostrar
que lo mismo sucede con 1 se recurrié a un método utiliza-
do por Sommerfeld (1949) [15] para la resolucién de ecua-
ciones diferenciales de segundo orden. Este muestra que a
partir de los valores de la variable dependiente y su deri-
vada normal en una curva dada I" (que no sea una curva
caracteristica) es posible obtener todas sus derivadas par-
ciales sobre la misma y, por lo tanto, construir la solucién
en la regién circundante a la curva expandiendo la variable
dependiente en serie de Taylor. Como las curvas caracteris-

dx
KB)

(18)

ticas son proyecciones de las lineas de campo de induccién
magnética sobre la seccidn transversal del ala y como no es
posible tener proyecciones cerradas de lineas de campo de
induccién magnética en la regién interior, uno puede aden-
trarse en el ala siguiendo el mismo procedimiento. De esta
manera se mostré en SPO7 que la tinica solucién posible pa-
ra una perturbacion lineal que tiene frecuencia imaginaria es
la de amplitud nula y en consecuencia el ala de Alfvén en
MHD resulta estable frente a perturbaciones incompresibles
simétricas.

III. CASO HMHD

Para algunos plasmas totalmente ionizados es mds repre-
sentativa la ley de Ohm generalizada (ver Ref. [13]):

L

v
en+ p€7

f = = = — —
—=E+VXB— JXB+

(o} ent (19

donde (J x B)/en™ es el término de Hall y p, la presién
electrénica. El término de Hall es de importancia cuando
la densidad es baja y el campo de induccién magnética es
intenso y expresa la condicién de que los electrones pue-
den moverse en espiral libremente antes de colisionar. Al
considerar los términos de Hall y de gradiente de presién
electrénica de la ley de Ohm solamente se modifica la ecua-
cién de induccién del conjunto de ecuaciones que gobierna
al plasma.

Supongamos que en estas condiciones se mueve en el
plasma un cuerpo conductor que, entre otras perturbacio-
nes, genera ondas de Alfvén en HMHD que construyen alas
de Alfvén en forma similar al caso MHD. En el caso con
término de Hall también puede tomarse como coordenada
ignorable a la direccién de la velocidad de grupo que en
este caso es

Vi y = Vo — aby. (20)

donde el valor de a resulta de resolver la siguiente ecuacién

o, mtab |1

eupo  \ upo’

a 21

donde m™ es la masa del protén y b es una cantidad inversa-
mente proporcional al tamaiio de la fuente ( a menor tamafio
de la fuente mayor es la importancia relativa del término de
Hall). El valor de b también es el factor de proporcionalidad
entre la densidad de corriente debida a las perturbaciones de
Alfvén y su rotor.

Siguiendo los pasos anteriores, se puede reescribir el sis-
tema de ecuaciones de la HMHD utilizando funciones co-
rriente para que los campos presenten divergencia nula (ver
SP04). De esta manera se obtuvo los siguientes valores para
el interior del ala de Alfvén con término de Hall:

20— BY = apoy” (22)
el ’
+ 0
o, M o_ X
T yo_ A 2
Vot \Z a0y’ (23)
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+
VO aBS+ = v, (24)
epo
_Lg i% ﬂW%Z_VZ,ﬂ’ (25)
apo Po  ePo apo
jo
wol="" (26)
apo

La siguiente expresion es cierta solamente para las ondas de
Alfvén, pero si la cantidad se escribe dentro del jacobiano,
se puede hacer un abuso de notacién y decir que

o=lpo

27
m 27)

Con la intencién de evaluar la estabilidad de las alas de Alf-
vén en HMHD se la testea mediante una perturbacién in-
compresible con la misma simetria y polarizacién que las
ondas de Alfvén que componen a la estructura. Como las
ondas de Alfvén en HMHD son perturbaciones incompresi-
bles, y la perturbacién es incompresible, de la ecuacién de
continuidad se tiene nuevamente que no hay perturbacién
en densidad. El sistema de ecuaciones de la HMHD escrito
con las funciones corriente toma el siguiente aspecto

v} 1
Pl Ve = [ Vel = B v
1
—— [BL, v’ =0, 28
u (B2, v (28)
0 aW% 0.1 1.0 JO !
p 7—[% wyl = [xwy] = [12.v']
+ 72, v°], (29)
oy! mt
P o~ = g (B2 v
m* 0 .1
*oup0 [Bz,y'] =0, (30)
aBl xl
TZ‘Z+ [WOaVZI] + [wlavé)] + [B%a p():|
° mt m+
+ |:B%7p0:| + epﬁ [Jéallfo] +epﬁ [Jgall’l]
—0. (31)

A continuacién se definen las funciones auxiliares p, g y A,
tal que

1 +
1 X m 1
—ay! -4 ¢ B, (32)
PV oy T eupo
+
—v)—apl ="l (33)
q Z Z Po z

b
A= —apowl, + EB}. (34)

Luego de reemplazar (22)-(27) y (32)-(34) en las Ecs. (28)-
(31) se tiene

oV} 1
50 = po V2] (35)
owl b
09Wz P 0 0
at - Cl[.L [BZap] + [ll/ 7A]
l/l/l+ 0
+ [e[,lpOaBZ’A] , (36)
a 1
o~ vl (37)
oB!
=/ = [B2.p]  [v".d]. (38)

Luego de un poco de dlgebra, considerando la misma polari-
zacion para la perturbacion, pueden escribirse las siguientes
ecuaciones diferenciales:

dq 1 mt
Frie <a+ ,upoa> [‘I’OafI] Tenpd [B%aﬂ ) (39)
J0A mt abm
W = el p() [ %7 ]+ el [Wov(a+b)Q]
am™ am
] - R ([ )
amt _, - o
top v (Whdl). @0
oV?p m* A
5 = on pO |:B%,b2p+ potl] + [l[/omlbq}
0 A mt s o Ty
S S| I (8] - V). @

IV. ANALISIS DE LA ESTABILIDAD DEL ALA

Se divide el espacio en las regiones interior y exterior
al aLalz en la regién extezior las magnitudes de interés py,
o, Vo = (Vox,0,Voz) y Bo = (Box,0,Boz) son uniformes y
en consecuencia las funciones corriente son Wy = yBox y
Xo= YPoVox; mientras que en la regién interior los valores
de las magnitudes corresponden a los dados por (22)-(27).
Nuevamente, el sistema de ecuaciones debe satisfacerse en
todas partes y la dependencia temporal para la perturbacién
incompresible se toma del tipo exp(—it).

Region exterior

En la regién exterior las ecuaciones toman el siguiente

aspecto:
dq 1 dq
-1 _ _ Boy —
ot (a + upoa> X ox’

(42)
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A ab
W = —am B()X(a"'b)ai
am™ QA _am”
ell Po ox el
(43)
oV 0 JA
78 4 = —Boxab afq —BOXE
m tBox , ((9q
—V .
() @

La Ec. (42) es una ecuacién diferencial parcial de primer
orden, para la misma se propone la solucién
q=q"(y)exp[i(kx — o1)]. (45)

Como ¢ debe tomar un valor acotado para x — oo, la fre-
cuencia debe tomar valores reales. En el caso en que la fre-
cuencia tome valores imaginarios, ® = io por ejemplo, en-
tonces g debe ser nulo en la regién exterior. Teniendo en
consideracion este resultado puede verse facilmente de (43)
y (44) que lo mismo sucede con A , V2p y con w), (ver
(34)). Como ¢ es nulo, de (35) resulta que VZ1 es nulo y por
lo tanto lo es B%. Para encontrar el valor de p en la regién
exterior debe tenerse en cuenta que VZI, B% y por lo tanto
g, son continuos en el borde del ala ya que los elementos
del plasma pasan a través de la misma. En consecuencia,
en el borde del ala glel lado interior se tiene de la Ec. (38)
que [BY, p] = 0. Si VB) es distinto de cero en el borde del
ala del lado interior, significa que la densidad de corriente
sobre ella es no nula. Si esto sucede, significa que los gra-
dientes de B% y de p son paralelos. Como el borde del ala
es una superficie de B% constante, entonces p es constante
sobre el borde del ala. Luego, usando la continuidad de p
y la primer identidad de Green se tiene que p es constante
en el borde del ala del lado exterior, esta constante puede
valer cero. Por lo tanto p es nulo en el regién exterior y en
consecuencia lo son y! y x! (ver Ecs. (32) y (37)).

En la regién exterior, donde el plasma es uniforme, nin-
guna perturbacién puede causar la inestabilidad del plasma.
Region interior

En esta subseccion se muestra que, en la region interior,
las amplitudes de las perturbaciones de las distintas magni-
tudes son nulas cuando se consideran perturbaciones linea-
les de la forma v = v*(x,y)exp(—it) con frecuencias ima-
ginarias, ya que las mismas son nulas en el exterior del ala,
de la misma manera que sucedia en el caso MHD (SP07)
y en consecuencia, las alas de Alfvén en HMHD resultaran
estables frente a perturbaciones incompresibles que tengan
la misma simetria y polarizacion.

Primero se analiza el caso de g para frecuencias imagina-
rias, recordando que debe ser continuo en el borde del ala.
La ecuacién diferencial para g* teniendo en cuenta (21) y
(27) resulta (ver Ec. (39)):

aq* aq*
oq a ( Y ay + X Ox ) )

Notese que (46) es del tipo de la Ec. (17), siendo la dnica

(46)

diferencia el valor de la constante. Por lo tanto, la curva
caracteristica es la proyeccion de las lineas de campo sobre
la seccion transversal del ala. La ecuacion de las caracteris-
ticas puede integrarse para encontrar el valor de ¢* sobre
cada una de ellas en funcién del valor en el borde del ala.
Como en el borde del ala es nulo, resulta que g es nulo en
el interior del ala.

Una vez reemplazado el resultado en las Ecs. (40) y (41),
éstas pueden desacoplarse facilmente obteniendo

oA 2m* m* 0
P [BY,A] +a (1+ ” po) v’ Al, @
oV:ip  mtb?
3 = eup? [BZ.p]. (48)

Al reemplazar la forma de la perturbacion en la ecuacién
para A, Ec. (47), toma forma similar a la Ec. (46) por lo
que, con los mismos argumentos, resulta que A* y por lo
tanto A es nula en el interior del ala.

Para mostrar que p es nula en la regién interior para per-
turbaciones lineales con frecuencia imaginaria, se utiliza
el método basado en el de las caracteristicas, utilizado por
Sommerfeld [15] para la resolucién de segundo orden que
fue mencionado en la Sec. II. Se muestra que, a partir de los
valores de la variable dependiente y de su derivada normal
a una curva dada I' ( que no sea una caracteristica), es posi-
ble obtener todos las derivadas parciales sobre ésta, y por lo
tanto, construir la solucién en el regién vecina, expandiendo
la variable dependiente en una serie de Taylor.

Como en la regién exterior p* y w*! y todas sus deriva-
das primeras son cero (para frecuencias imaginarias) y son
continuas en I', también son todas nulas en el lado interior
de I'. En consecuencia, las derivadas tangenciales a I" de las
derivadas primeras de p* y y*! son también nulas en el lado
interior de I'. Este resultado brinda relaciones entre las de-
rivadas segundas de p* y y*! y, ademés pueden obtenerse
en forma independiente otras relaciones por derivar la Ec.
(30). Este proceso es similar al mostrado por en SPO7 en
el andlisis de la estabilidad de las alas en MHD, por lo que
finalmente se obtiene que del lado interior de I":

aZP*
0 0
<B B > oy

on 0 82 *
B)-> +B

< Yy > dy?

donde n, , ny son las componentes del vector unitario nor-
mal a la curva I'. Como I' no es la proyeccién de una li-
nea de campo de induccién magnética, (Bgny /nx +Bg) es
distinto de cero, por lo que todas las derivadas segundas
de p* también son nulas en I'. Utilizando esta misma idea,
calculando las derivadas tangenciales del V2p* y usando la
ecuacion diferencial (48) de nuevo puede obtenerse sucesi-
vamente que las derivadas de orden n+ 1 de p* son nulas
en I si lo son las de orden n. Finalmente, expandiendo p*
en serie de Taylor en las vecindades de I', resulta que p* es
nula. Como no es posible tener en la region interior al ala

:O’

:O’
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proyecciones de las lineas de campo de induccién magné-
tica cerradas, se puede repetir el procedimiento e ir hacia
zonas alejadas del borde interior del ala.

Como p y ¢ son cero de (35) resulta que VZ1 es ceroy de
(33) se tiene que B% es cero (y en consecuencia J} por la
condicion de polarizacién). Como A es cero, de (34) resulta
que w) es cero. Como p es cero, de la Ec. (37) resulta que
y!lesceroyde(32)loes x'.

De esta manera, usando el método empleado en SP07, se
ha mostrado que para perturbaciones simétricas incompre-
sibles las alas de Alfvén son estructuras estables en plasmas
donde se tiene en consideracién el término de Hall de la ley
de Ohm, cuando las perturbaciones tienen la misma polari-
zacion que las ondas de Alfvén que construyen las alas.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se muestra que, en los plasmas en los que
se tiene en consideracién el término de Hall de la ley de
Ohm (HMHD), las alas de Alfvén en plasmas uniformes
son estructuras estables en presencia de perturbaciones li-
neales incompresibles que tienen la misma simetria que el
ala y polarizacién. En el estudio del problema se utiliz6 el
método adaptado por Sallago y Platzeck en 2007 partiendo
de otro desarrollado por Palumbo. Se obtiene un sistema de
ecuaciones diferenciales; en la region exterior del ala, cuan-
do la frecuencia es imaginaria, este sistema admite solo la
solucién de amplitud nula. Como la densidad de corriente
no es nula en el limite del ala, también en la region interior
la solucioén es nula, para esto se utilizé el mismo método ba-
sado en el método de las caracteristicas que fue empleado
para analizar la estabilidad de las alas de Alfvén en MHD.
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