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Una de las magnitudes de mayor relevancia en la fisica de radiaciones, en general, y en la determinacién del poder
de frenado, en particular, asi como el consecuente depdsito de energia y dosis absorbida en distintos materiales, es
la energia media de excitacion (I). El presente trabajo reporta una metodologia original para un abordaje analitico
describiendo en detalle las contribuciones parciales debido a excitaciones/ionizaciones que permite establecer un marco
referencial para el cdlculo tedrico de (/). Para ello, se emplean dos modelos de respuesta dieléctrica de los materiales,

concluyendo que un decaimiento del orden de @2

es necesario como condicion débil para que la funcién 6ptica de

pérdida de energia asegure la convergencia de las integrales. Se discuten los primeros cuatro niveles de excitacion de la
molécula de agua y las bandas difusas, y se las trata mediante un esquema analitico. Dichos resultados son contrastados
con el cdlculo numérico de las integrales, proveyendo un método tedrico para la determinacién de la contribucion de

estos niveles al valor de (/) en el caso del agua liquida.

Palabras clave: energia media de excitacion, molécula de agua, funcion dptica de pérdida de energia.

The mean excitation energy (/) is a fundamental quantity in radiation physics, concerning energy deposition in matter
and absorbed dose analytical estimations for charged particles. The stopping of swift ions in different materials strongly
depends on this parameter among others. This work intends to fill in part, an empty hole in the theory of stopping power:
the need of analitically and theoretically assess the (/)-value for materials. The definition of the mean excitation energy
using the dielectric response function is analytically integrable if the inelastic cross section parameters are known. Some
dielectric models were studied, aimed at calculating the (I)-value for liquid water by theoretical means, reaching the
conclusion that a decay of the order of @2 in frequency (energy) is needed as weak condition of the optical energy-loss
function for the integrals to converge. Afterwards, the first four discrete excitation levels and the diffuse bands for water
are treated in a fully analytical scheme, and further compared with numerical results, providing the contribution of these
levels to (I), with the aim of testing the proposed analytical model.

Keywords: average excitation energy, water molecule, optical energy loss function.
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I. INTRODUCCION

La teoria del poder de frenado fue propuesta original-
mente por Niels Bohr [1], sostenida por una vision clasica
basada en trayectorias periddicas y cerradas descriptas por
la accidén cuantizada propuesta separadamente Wilson [2]
y Sommerfeld [3]. Esta descripcién implicé la condicién
adiabdtica de Bohr, segin la cual un electrén moviéndose
en una de dichas trayectorias logra orbitar varios ciclos sin
transferencia energética desde el i6n cargado; e introdujo
a su vez la necesidad de calcular una frecuencia promedio
@ con el objetivo de comparar los tiempos caracteristicos
de interaccién con los periodos orbitales. El primer acerca-
miento de Bohr a este problema no fue capaz de lograr una
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definicién acabada para este promedio, por lo que él mismo
propuso un cdlculo mds preciso introduciendo el tratamien-
to de las colisiones lejanas y cercanas. Para ello, se utiliza
el pardmetro de impacto b, siendo el régimen de colisién
distante aquel para el cual b >> |¥|, donde X es la posicién
del electron vista desde el nicleo, considerado como armo-
nicamente ligado en la condicién adiabdtica, lo cual indujo
a Bohr a proponer la primera definicién de @ como un pro-
medio geométrico:

L fnln(@)

n

; D
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expresion en la cual @, representa las frecuencias caracte-
risticas de oscilacién, f, la fraccion de electrones atémicos
oscilando a frecuencia @,, también denominadas intensida-
des de los osciladores, y 1a normalizacion satisface la regla
de suma de Thomas-Reiche-Kuhn [4] Y, f,, = Z;, siendo Z;
el nimero atémico (Z) del material.

Una definicién de f,, cuya base fuera la mecénica cudnti-
ca debid esperar hasta 1930, siendo Hans Bethe [5, 6] quien
extendio el cdlculo del poder de frenado utilizando la ecua-
cioén de Schrodinger. Este modelo también es vélido dentro
de cierto rango, delimitado por el conocido como pardmetro

de Sommerfeld x = 2252 [7], donde Z,e es la carga eléctrica
del proyectil y v su velocidad. Ademads, se logré una expre-
sioén similar a la férmula (1) para el célculo de la energia
media de excitacion (I) = h®, basicamente reemplazando
hw, = E, — Ey, donde E, representa los niveles de energia
del atomo. La intensidad de los osciladores estd dada por
fno=fl,g72, donde f! corresponde a las intensidades de
los osciladores generalizadas [6].

Ambas aproximaciones son vélidas en un régimen de ba-
ja densidad (acercandose incluso al caso de un gas ideal),
situaciones en las que las interacciones pueden aproximar-
se como uno a uno entre el ién y los electrones atémicos.
En casos realistas debe considerarse que el campo eléctrico
del proyectil es capaz de afectar otros dtomos, por lo tanto
dando lugar a efectos de polarizacién no despreciables [8,
9]. Para la descripcion del poder de frenado en estas condi-
ciones, se utiliza la electrodindmica clasica [10, 11]. En este
aspecto, cabe remarcar que se obtiene nuevamente un pro-
medio sobre las posibles frecuencias capaces de recibir los
electrones atomicos, pero pesado en términos de la funcion
de respuesta dieléctrica dptica €(®), que contiene infor-
macién sobre las caracteristicas dindmicas del material en
relacidn a su respuesta a una perturbacion externa:

T m(1/e(@))] 0ln()do
In(®) = *— :
g’ [Im(1/e(®))| odw

(@)

donde Im(z) es la parte imaginaria de z. La funcién de res-
puesta dieléctrica depende, tipicamente, del momento trans-
ferido g, ademds de la frecuencia @. De hecho, la funcién
€(w,q) se conoce como superficie de Bethe del material, y
el caso asintético g — 0 se conoce como limite dptico [12,
13]. En el presente trabajo se modelarda la funcion dptica de
pérdida de energia u oELF (por sus siglas en inglés optical
energy loss function), dada por n(®) = Im(1/¢(®)). Una
expresion general para la funcién de respuesta dieléctrica
es £(w) = & (w) +ier(w) =1+ [y f(t)exp(iot)dt [11],
y la oELF puede a partir de aqui escribirse como:

10) = o £2(@) 3)

o)+ (o)’
donde puede verificarse directamente que N(—®) =
—1(w). Esta propiedad serd muy dtil para el modelo que
se desarrollard en este trabajo.

Existen en la literatura, excelentes trabajos que buscan
aproximar el valor de (I) para distintos materiales. Parti-
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cularmente interesantes e importantes son los trabajos so-
bre la molécula de agua liquida de D. Emfietzoglou y M.
Dingfelder [14, 15] que ilustran en detalle cémo aplicar un
procedimiento estindar para un caso particular. Mds alld
del excelente trabajo modelando la superficie de Bethe pa-
ra los niveles moleculares discretos y continuos (ionizacio-
nes), con un tratamiento particular del estado fundamental,
e incluso alejandose del limite 6ptico (g # 0) [16, 17], si-
gue sin presentarse un entendimiento profundo de las ra-
zones tedricas que permiten utilizar funciones tipo Drude
como herramienta para integrar los diferentes mecanismos
de pérdida energética del i6n. En el presente trabajo se es-
tablece una primera aproximacion a este andlisis, mostran-
do que la oELF (3) puede ser integrada como segtn la Ec.
(2) por medios analiticos, sin recurrir al cdlculo numérico.
Estas justificaciones pretenden dar relevancia a los resulta-
dos de métodos numéricos aplicados a distintos materiales,
particularmente a aquellos incluidos en los trabajos de Em-
fietzoglou y Dingfelder.

1. METODOS Y TEORIA
Método analitico propuesto para la integracion

El método analitico que se propone consiste principal-
mente en la utilizacién del anélisis complejo, como sigue:

1. Las integrales de la férmula (2) pueden extenderse al
plano complejo utilizando alguna curva adecuada o de
la forma:

/wa(w)da)—>/cf(z)dz ; z€C.

2. Debe chequearse que las integrales extendidas conver-
gen a la integral impropia original sobre el eje real de
frecuencias. Para ello se utiliza la siguiente propiedad
[18]: si existe un nimero real M > 0 tal que | f(z)| <M,

entonces:
/ f(z)dz
o

donde L es la longitud de la curva.

<ML, “4)

3. Finalmente, una vez verificada la convergencia, puede
aplicarse el teorema de los residuos a las integrales ex-
tendidas, utilizando los polos correspondientes segin
la oELF [18]:

[ f@az=2mi L Res(f@)] . O
JO j

3
donde {z; } representa dichos polos.

Modelos de respuesta dieléctrica

Un ejercicio didactico consiste en estudiar el modelo de
Debye [19]. El mismo se caracteriza por una funcién de res-
puesta dieléctrica que supone al material conformado por
dipolos no interactuantes en presencia de un campo externo
alternante (en este caso el del i6n). Normalizando a la per-
mitividad dieléctrica del vacio &, el modelo resulta:

Aeg
e(0) =t ——
l+iot

(6)
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donde Ae = & — €., & es la permitividad estética (en el
Iimite de baja frecuencia), € es la permitividad de alta fre-
cuencia y Ty el tiempo de relajacion caracteristico del mate-
rial.

Por otro lado, se utilizara el modelo de Drude [20]. Este
modelo basado en la mecanica clasica, considera los elec-
trones ligados con una fuerza arménica amortiguada, sobre
los cuales actia ademds un campo eléctrico. Si se normaliza
a la permitividad de vacio, este modelo asume la siguiente
forma:

2
3(0’):1+% %; @)
1 507 — 07— 0y,

donde ), es la frecuencia de plasmén, f; la intensidad de
los osciladores, @; las frecuencias caracteristicas de osci-
lacién y ¥; las constantes de amortiguamiento. La energia
de plasmén del agua liquida es E, = fiw, = 21.4 eV. Este
modelo propone describir los electrones como osciladores
armonicos ligados al nicleo, y es por tanto adecuado para
realizar un tratamiento de datos fenomenoldgicos de exci-
tacién. Sin embargo, estos pardmetros que provienen de la
mecénica cudntica pueden ser directamente determinados
por medios tedricos. Tipicamente, el modelo de Drude es
utilizado para calcular el aporte de los niveles de ioniza-
cién en vez de las excitaciones discretas, porque para éstos
dltimos se utiliza la funcion de Drude derivada, [14, 15]
que es mds pronunciada en su mdximo alrededor de ®j,
y por lo tanto “mds discreta”, presentando ademds un de-
caimiento asintético del orden @~ para altas frecuencias.
Sin embargo, como el comportamiento a altas frecuencias
de las funciones de Drude estdndar es suficiente para que
las integrales sean convergentes, y dado que el modelo de
Drude esta disefiado a partir de considerar electrones liga-
dos arménicamente, el presente trabajo implementard dicho
modelo junto con pardmetros ajustados a partir de estima-
ciones experimentales de las secciones eficaces de interac-
cidn ineldsticas IXS (a partir de las siglas en inglés inelastic
cross section) [15]. Nuevamente, cabe sefialar, que estos pa-
rdmetros pueden ser obtenidos de forma tedrica, pero con el
objetivo de probar el modelo propuesto, utilizar pardmetros
ajustados es suficiente.

n-ésimo estado excitado de Drude

Para generalizar el procedimiento basado en el modelo de
Drude al tratar en simultaneo n € N niveles de excitacion,
la oELF toma la siguiente forma:

()

n(w) = (@) 3

donde P, es un polinomio de grado m. Ademads, Py, es un
polinomio ménico y consecuentemente:

2n—1
Pi(0) = 0"+ Y Dyo™ ;
k=0
2n
Py 3(0) = Y Ny 30772,
k=2

donde N; = Nj(wj, fj,v;) y Dj = D;j(®j, fj,v;) son los co-
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eficientes del polinomio del numerador y del denominador
respectivamente. Una extensién al plano complejo junto a
la desigualdad triangular en el caso |z| > | permiten acotar:

2n—1
P2 <[]+ Y 10| = 02", ©
k=0

2n
|Pan3(2)| < Y INyes| ‘sz_3‘ =0(z"7), 0
k=2

mientras que si [z] < 1:

2n—1

Pu(@)] = D] = || = Y 1D [
k=1

(1)

Con todas las propiedades enumeradas puede comprobar-
se que las integrales de la expresion (2) convergen para el
modelo de Drude. Particularmente, el denominador de la
Ec. (2) puede extenderse utilizando un lazo que es el semi-
circulo superior de radio R con el segmento de linea sobre
el eje real entre —R y R (ver Fig. 2b) como sigue:

/:a)n(w)dw:/cyzn(z)dz
= lim {/Ilzn(z)dz—k GRzn(z)dz} .

R—oo

Utilizando las férmulas (4), (9) y (10), junto con o, z =
Re® y 0 ¢ [0, 7], el segundo término satisface:

/. . ﬁ(RétnfS)

ﬁ( R4n)
lo cual se acerca a cero si R tiende a infinito, demostran-
do la convergencia de la integral de linea hacia la integral
impropia.

Pyy—3 (Z)

_ —1
P4n(Z) - ﬁ(R )a

dz‘ < 7RR

Im@)

»Re(w)

FIG. 1: Curva o con forma de cerradura en el plano complejo

para extender las integrales de las oELF'.

Observando el numerador de la expresion (2), se obser-
va que si la integral se lleva a cabo en frecuencias reales,
no hay posibilidad de extender los limites independiente-
mente de la paridad de la oELF. Esto sucede porque el
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logaritmo natural, incluso extendido al plano complejo, no
tiene paridad ni expansion en serie de Laurent [18]. La in-
tegral de la formula (2) contiene un factor z de forma que
11;[1(1) zLn(z) =0, con lo cual la integral puede realizarse utili-
z

zando un contorno que eluda la rama no definida Re(z) < 0,
como el que se observa en la Fig. 1. Es apropiado mencio-
nar que para llevar a cabo este cdlculo, es necesario utilizar
Ln*(z) (en vez de s6lo Ln(z)) para obtener la correcta ex-
tensién al plano complejo:

/wa)ln(a))n(w)da) L/anz(z)n(z)dz. (12)
0 e

- 4mi

Para probar la validez de esta expresion, conviene separar
la integral sobre el contorno ¢ de la Fig. 1 en los siguientes
términos:

/Ganz(z)n(z)dz = lim lim {/(;Ranz(z)n(z)dz

p—0R—o0

+ L (2 (z)dz+ | zLn*(2)n(2)dz

Op

+ ZLn* ()N (z)dz} ,

02

para luego evaluarlos separadamente.

Tramo og: en el circulo ok, z = Re’® en donde 6 €
[—m,7]. De esta forma, utilizando las Ecs. (4), (9) y (10)
se obtiene:

/(y z Ln*(2)n(2)dz

< 2arpl®) ;?;L?<R4n_3) =0,

y en el limite R — oo converge a cero.

Tramo 0p: aqui z = pe'® y como p — 0, se pueden usar
las Ecs. (4), (10) y (11):

/0' z Ln*(2)n(2)dz

(In(p) +i6)* ¥ |Ny—3|p*—3
<2mpp b

n—1
|Do| — pn — k);l |Dar| p*
In*(p)p*~!
|Do|

que claramente tiende a cero si p — 0.

Tramo ©7: en este segmento de linea, z = —® + i€, con
o variando entre R y p. Entonces, si € tiende a cero, z se
aproxima a — desde el semiplano superior. Mds atn, el
simbolo de limite gl’g}) puede insertarse bajo el simbolo de

integral debido al teorema de convergencia dominada de
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Lebesgue [21], obteniendo:

Iim
p‘>0 O]

zLn*(2)n(2)dz

P
=1lim | (—o+ie)Ln*(—o+ie)n(—w+ig)(—dw)
p—0JR

‘R
= /0 o(n(o) +ir)’n(0)do, (13)
donde se utilizé n(—o) = —N (o).

Tramo ©,: en este caso z = —® — i€, con ® entre p y R.
Entonces, si € se aproxima a cero, z tiende a —® desde el
semiplano inferior. Aplicando los mismos argumentos que
en el segmento o7 anterior, se obtiene:

R
lim [ zLn(2)n()dz = — / o(In(0) — it)*n(0)do.
p—0 [ep) 0
(14)
Finalmente, la adicion de los cuatro términos en sus co-
rrespondientes limites, las integrales en 0, y O son nulas,
y los términos (13) y (14) suman al término con In(®), ob-

teniéndose la expresion (12).

III. RESULTADOS
Modelo de Debye

La oELF para el modelo de relajaciéon de Debye puede
calcularse a partir de la férmula (6) utilizando la Ec. (3):

WTHAE
n(@) = e2+e2w?

La tendencia de los integrandos, teniendo en cuenta el
comportamiento de la oELF para altas frecuencias (@ —
o), implica que existird una divergencia tanto para nume-
rador como para denominador de la expresién (2) y conse-
cuentemente, dichas integrales no pueden calcularse. Esto
debe chequearse, para lo cual se puede extender las integra-
les al plano complejo utilizando una curva compuesta por
un semicirculo de radio R en el plano superior y el segmen-
to de linea recta sobre el eje real entre —R y R (ver Fig
2b), siendo que R — oo. La divergencia surge sobre el semi-
circulo, dado que alli z = Re'® con 6 € [0, 7], y utilizando
la relacion (4) se satisface:

2
— zidz
or < + 1
Evaluando el limite R — o se observa la no convergencia.
Mais atn, el integrando deberia decaer al menos como 0!
para altas frecuencias, para que la oELF presente un com-
portamiento asintético (@ ~2) como condicién débil para

que el modelo propuesto funcione y las integrales puedan
converger.

Z2

R2
241 ‘

2
R>+1 ‘

RZ+1

<7L'R’

Modelo de Drude para el nivel A' B

La primera aproximacién consiste en evaluar la oELF a
partir de la férmula (7), y luego utilizar la Ec. (3), obtenién-
dose:

- oya
T ot bol+c’

n(o)
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FIG. 2: (a) oELF para el modelo de Drude utilizando dos niveles en simultdneo para el agua liquida: A'B, y B'A;. (b) Polos de
la oELF en el plano complejo para uno (cuadrados) y dos niveles en simultdneo (circulos). Semicirculo en el plano superior, para

extender las integrales de la formula (2).

donde a = (@, /Z)f, b=y —2a—2Q* y ¢ = (Q* +a)*.
Esto preserva la forma de la férmula (8). Utilizando los pa-
rametros IXS para el primer estado excitado de la molécula
de agua liquida [15], el nivel A'By, las raices del denomi-
nador para esta oELF (que son polos en el plano complejo)
estan dados por:

(i(b2—4c)1/2—b>1/2 ,
0=+ =1,

4
2 b b

donde el indice j toma en cuenta las diferentes combinacio-
nes de signos. Utilizando los mismos pardmetros IXS pa-
ra el nivel A'B; dichos polos son calculados como W =
(£8.5393 +i1.0000) eV y reportados en la Fig. 2b. Los
cuatro digitos elegidos como significativos se deben a la
comparacion realizada con el procedimiento de integracion
numérica. Dos polos se encuentran en el interior del semi-
circulo en el plano superior, y por lo tanto la integracion del
denominador de la Ec. (2) puede realizarse con el teorema
de los residuos (formula (10)) tomando en cuenta sélo los
polos del plano superior (ver Fig. 2b).

Por otro lado, el lazo con forma de cerradura de la Fig.
1 utilizada para el denominador en la Ec. (2) encierra los
cuatro polos, lo cual implica la evaluacién de dos términos
mads. Utilizando las férmulas (5) y (12), la contribucién del
nivel de excitacién A'B; al valor de (I) puede calcularse
analiticamente, obteniéndose:

<I>A131 =10.1938 eV.

Como se esperaba, estimar (/) considerando sélo el pri-
mer nivel de excitacion resulta en un valor lejano al tipica-
mente aceptado en la literatura [14, 15, 22-26]. Descripcio-
nes tedricas mas precisas en términos de las oELF requie-
ren no sélo de la evaluacién de varios estados excitados,
sino también ionizaciones y un tratamiento exhaustivo del
estado fundamental. Dichas evaluaciones podrian llevarse a
cabo utilizando el mismo esquema analitico aqui presenta-
do.
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Modelo de Drude para los niveles A'B; +B'A,

La forma funcional de las oELF al considerar dos nive-
les en simultdneo, particularmente pensando en las expre-
siones asociadas a los coeficientes de los polinomios, no es
tan simple como para un solo nivel. La Fig. 2a reporta la
funcién de Drude para dos niveles en simultineo, utilizan-
do los datos IXS para los niveles discretos A'B; y B'A;. Si
se requiere de mds niveles con parametros IXS relevantes
(Ryd A+ B, Ryd C+ D y las bandas difusas), pueden agre-
garse cuidadosamente, pero debe remarcarse que conside-
rar dos niveles de excitacién producen una oELF de por si
complicada (férmula (15)), por lo cual el uso de programas
de manipulacién algebraica se torna indispensable. Para dos
niveles, la oELF queda:

(@)= [[B+d —D —Tb|®’ +[[K +dB — Db —T'c]®’ + [dK — Dc]o
1 T 08+ [2B+T2|wb + 2K + B2+ 2I'D]w* + 2BK + DY @? + K2’
15)

donde:

b = —(0}+02+np) 1 B =  b—a-a;

c = (1)12(1)22 ; Ko = c+a1w22+a2w12;

d = —(ojp+oin) ; D = d—al}?—az}’l;
[0}

r = n+r poaj = Z i

Este resultado preserva nuevamente la forma de la Ec.
(8), pero en este caso el denominador presenta ocho polos,
mostrados en la Fig. 2b. Es interesante notar que los pri-
meros cuatro corresponden al primer estado de excitacién
(5), y los otros cuatro evaluando los pardmetros IXS son
;= (£11.0411£i1.3414) eV, con j =5,---,8. Aplican-
do el mismo formalismo que para un solo nivel, la contri-
bucién simultdnea de los dos primeros niveles a la energia
media de excitacion es:

<I>5131+31A| =12.5169 eV.
Como se esperaba, existe un incremento en su valor nu-

mérico, pero no es substancial. Todos los niveles discretos
y continuos deberian ser tenidos en cuenta para obtener (I)
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FIG. 4: Integracion numérica para estimar el valor de (I), mostrando convergencia para todos los niveles de excitacion utilizados,

por el método directo y la regla del trapecio.

con la magnitud esperada. Incluso se necesita una alta pre-
cisién para modelar la capa K. De todas maneras, el cilculo
para dos niveles es util y didactico para sefialar las pautas
del método propuesto para obtener (/) de forma analitica. A
esto se suman las determinaciones numéricas de (/) presen-
tadas en la siguiente seccién, donde se obtienen resultados
similares para dos modelos de integracién numérica dife-
rentes, y en comparacion con los valores tedricos mostrados
en esta seccion.

Contribucion de todos los niveles de excitacion

La aplicacién directa del modelo propuesto adicionando
uno a uno todos los niveles de los cuales se poseen pardme-
tros IXS, permite las estimaciones analiticas del potencial
medio de excitacién mostradas en la primer columna de la
Tabla 1. Para dicha evaluacién, se utilizé la Ec. (5) repe-
tidamente mientras se adhieren niveles de excitacion, y se
calculan los correspondientes polos de la oELF'. En el gra-
fico de la derecha en la Fig. 3 puede apreciarse la evolucién
del valor de (I) a medida que se agregan niveles.

Para poder corroborar estos calculos analiticos, se rea-
lizaron integrales numéricas de la oELF, eligiendo un li-
mite de integracién @,y en la Ec. (2). Como se observa

Geser et al. / Anales AFA Vol. 31 Nro.

TABLA 1: Evolucion de la energia media de excitacion a medida
que se agregan niveles de excitacion a la oELF, estimadas teori-
camente y confirmadas por integracion numérica con limite de 1
MeV 'y dos métodos diferentes (el + indica desviacion respecto del
valor tedrico, y no incerteza).

Estimado Integracion Regla de
analiticamente numérica integracién del
(I) [eV] directa [eV] trapecio [eV]
10.1938 10.1937£0.0002 | 10.1937 £0.0002
12.5169 12.5167+0.0002 | 12.5167 £0.0002
14.3288 14.328540.0003 | 14.3285+0.0003
15.6990 15.6987 +£0.0004 | 15.6987 £ 0.0004
17.0215 17.021140.0004 | 17.0211+0.0004

en la Fig. 4, estas integrales numéricas convergen exacta-
mente al valor tedrico calculado a través del teorema de
los residuos. Para ello se utilizaron dos métodos de inte-
gracion, una llamada integracion directa, que consiste en la
suma simple de la funcion evaluada en cada paso del inter-
valo de integracién; y la tipica regla del trapecio [27]. Estos
métodos presentan velocidades de convergencia diferentes,
pero cuanto mayor el limite de integracion E,;x = A@yqx,
mads rapido convergen las desviaciones, como se reporta en
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el grafico de la izquierda de la Fig. 3. Estas desviaciones
se calculan utilizando el valor tedrico exacto (conocido):
Al = [{I) exact — {(I) num|- El limite de la integracion (®yqy)
fue elegido E,,x = 1 MeV, lo cual estd lejos de los rangos
tipicos de energia Optica, y el paso para la integracion fue
elegido como AE = 0.1 eV. Los valores de (I) estimados
numéricamente para los cinco niveles utilizados en este tra-
bajo muestran convergencia al valor analitico para ambos
métodos de integracion, como se reporta en la Tabla 1 y en
la Fig. 4.

El comportamiento de la desviacién del valor de (I) res-
pecto del valor exacto para todos los niveles fue calculado
a medida que se avanza en la integracién, y la tendencia
del valor de (I) de formar una meseta a medida que se agre-
gan niveles, como se muestra graficamente, evidencia que la
contribucién de las bandas difusas, tratadas separadamente,
deberia volverse despreciable. Ambos resultados se encuen-
tran reportados en la Fig. 3.

IV. CONCLUSIONES

Se presentd en este trabajo, un marco referencial original
para el célculo de la contribucién de los niveles de excita-
cién a la energia media de excitacién (/) de los materiales.
Este requiere Gnicamente de pardmetros que bien pueden
calcularse tedricamente utilizando la mecdnica cudntica u
obtenerse por medio del ajuste de datos de seccidn eficaz
inelastica experimentales. El célculo fue satisfactoriamente
llevado a cabo para los primeros cuatro niveles de excita-
ciéon y las bandas difusas de la molécula de agua liquida, y
contrastados con estimaciones numéricas que confirman los
resultados. Este procedimiento podria repetirse utilizando
las funciones de Drude con datos asociados a los niveles de
ionizacidn, preservando los datos de excitacién para la lla-
mada funcion de Drude derivada que es mas pronunciada
(“maés discreta”). Esta funcién presenta un comportamiento
asintético de @2 para altas frecuencias, y por esta razén
la oELF asociada decaerd como @3, lo cual es tipicamen-
te utilizado en la literatura. Es consecuentemente posible
realizar todas las integrales involucradas. Tareas futuras in-
cluyen encontrar algtin patrén en los polos de la oELF en
términos de los coeficientes de los polinomios {N;} y {D,}
(y consecuentemente los pardmetros del modelo) que per-
mita llegar a conclusiones mas profundas sobre este pro-
cedimiento. Sin embargo, debe remarcarse que contar con
un procedimiento analitico para calcular la energia media
de excitacidén utilizando informacién especifica sobre cada
nivel, sustentaria fuertemente el trabajo numérico realizado
por Dingfelder, Emfietzoglou y colaboradores al resolver el
problema de Bethe.
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