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SIMULACIONES NUMERICAS 3D DEL FLUJO DE UNA GOTA BAJO LOS EFECTOS DE

UN GRADIENTE RADIAL DE TEMPERATURA
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Se ha mostrado experimentalmente que cuando se deposita una gota en el centro de un sustrato con un gradiente axial
de temperatura (mds caliente en el centro), por efectos termocapilares se genera un flujo hacia afuera de modo que
la gota evoluciona hacia un anillo cuyo radio crece con el tiempo. Al alcanzar un radio critico, la linea de contacto
se inestabiliza, mostrando suaves ondulaciones cuyas amplitudes crecen con el tiempo. Utilizando la aproximacién de
lubricacién y adoptando adecuadas variables adimensionales, se obtiene una ecuacion diferencial libre de pardmetros
que gobierna este tipo de flujo termocapilar. En este trabajo se presentan soluciones numéricas de dicha ecuacién para
estudiar en particular la etapa inestable. Se comparan los resultados experimentales con los obtenidos con las soluciones
numéricas.
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It has been shown experimentally that when a drop is deposited at the center of a substrate with an axial temperature gra-
dient (hotter in the center), thermocapillarity effects makes an outward flow to appear so that the drop evolves towards
a ring whose radius increases with time. Upon reaching a critical radius, the contact line becomes unstable, showing
gentle undulations whose amplitudes grow with time. Using the lubrication approximation and adopting appropriate
dimensionless variables, a parameter-free differential equation is obtained that governs this type of thermocapillary
flow. Numerical solutions of this equation are presented to study the unstable stage. Experimental results are compared

with those obtained from the numerical solutions.
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I. INTRODUCCION

La motivacidn de este trabajo se basa en los experimentos
realizados por Dominguez et al. [1], en los que se deposita
una gota sobre el centro de una superficie circular sélida,
cuya temperatura decrece con el radio. Este gradiente de
temperatura en el sustrato induce un esfuerzo de Marango-
ni en la interfaz liquido-aire, que desplaza el liquido radial-
mente hacia afuera. Este tipo de trabajos son cruciales en la
préctica, porque permite entender la dindmica alrededor del
desplazamiento de pequefos volimenes de fluidos [2, 3].
Algunas dreas de investigacion en la que se aplica amplia-
mente son la microfluidica, modelos de superficies, etc [4,
5]. La evidencia experimental mostré que el flujo de liquido
hacia la periferia hace que la gota evolucione hasta adoptar
la forma de un anillo cuyo radio crece con el tiempo. Es-
te anillo experimenta una etapa inicial estable en la que el
flujo mantiene la simetria axial, la cual fue estudiada en la
Ref. [1] mediante simulaciones numéricas. Cuando el ani-
llo liquido alcanza un radio adimensional de aproximada-
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mente 3, la linea de contacto del anillo se vuelve inestable,
mostrando ondulaciones suaves que crecen con el tiempo
y eventualmente se vuelven largas protuberancias llamadas
“dedos”. El andlisis de Fourier de la linea de contacto reali-
zado en Ref. [1], muestra que conforme pasa el tiempo, cre-
ce el nimero de onda del modo dominante. Esto representa
una gran diferencia con flujos de gravedad o centrifugos,
donde la inestabilidad desarrolla una longitud de onda que
domina el espectro y que permanece constante en el tiempo
[6-8].

En el presente articulo, se muestran simulaciones numé-
ricas de este flujo buscando replicar numéricamente los re-
sultados experimentales obtenidos por Dominguez et al., y
alcanzar un mejor entendimiento de la etapa inestable. El
texto estd organizado de la siguiente forma. En la seccion
IT se explicitan las hipétesis adoptadas que permiten derivar
la ecuacién de gobierno para el espesor del liquido. En la
seccion III se muestran los resultados numéricos, donde se
analiza la evolucidn de la linea de contacto al introducir per-
turbaciones al perfil axisimétrico de una gota. Finalmente,
en la seccién IV se discuten los resultados obtenidos com-
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pardndolos con la evidencia experimental y se presentan las
conclusiones.

II. EL PROBLEMA Y SUS ECUACIONES

Se tiene un substrato circular y horizontal con un gra-
diente térmico axisimétrico dado por
).

donde T es la temperatura, r es la distancia al centro con
rn<r<n,Tc=T(rn)<T(r<r)=Tc+AT. Aqui, r
representa un radio efectivo del punto caliente central que
permanece a una temperatura constante, y »; es el radio ex-
terno del dominio. Sobre el substrato hay un liquido total-
mente mojante, con viscosidad ( y cuya tension superficial
7Y depende de la temperatura de la siguiente manera [9, 10]

AT r

>m(

6]

2

Yy=w-0o(T-T), o>0. (2)

Asumiendo que la conductividad térmica del liquido es
alta, es decir que los nimeros de Péclet y Biot son peque-
flos, el gradiente térmico en la superficie del liquido sera
idéntico al del substrato (en la Ref. [1] se reportan valores
tipicos de los nimeros de Péclet y de Biot de 0.05 y 0.04,
respectivamente). Esto ocasiona que en la superficie del 1i-
quido se genere un gradiente de tensién superficial respon-
sable del flujo hacia afuera (de la regiéon mas caliente hacia
la regién mas fria) [11]. Usando la aproximacién de lubrica-
cién [4], 1a cual implica asumir que el nimero de Reynolds
es bajo y que el flujo es predominantemente horizontal, jun-
to con (1,2), las ecuaciones de Navier-Stokes y de continui-
dad se reducen a
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donde £ es el espesor de la capa liquida y ¢ es el tiempo.
Dado el volumen de la gota V, se introducen las variables

adimensionales # = r/rg, h =h/hy y f =t /ty donde

V1/3 | 3‘LLV1/3
— —_yl/3gl/3 —
rO_Bl/é, hO_V B I tO— '}/OBS/:;’ (4)
30AT

con B = . De este modo, el volumen adimensio-

2y 1In(ra/r1)
nal de una gota es siempre la unidad. Reemplazando las
nuevas variables en la ec. (3) se obtiene la ecuacion de evo-
lucién para el espesor adimensional de la gota (de ahora en
mas siempre se consideraran variables adimensionales y por

simplicidad se omitirdn los simbolos™)
)-o

Notar que, gracias a las escalas utilizadas, esta ecuacion re-
sulta libre de pardmetros.

La ecuacién (5) se discretizé y resolvié mediante el mé-
todo de elementos finitos. Se emple6 un esquema de dife-
renciacién inversa (BDF) con paso de tiempo adaptativo, y
se utilizé el solver "MUItifrontal Massively Parallel sparse
direct Solver"(MUMPS) precondicionado mediante un al-
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FIG. 1: Perfil inicial caracteristico, dado por las ecuaciones (6,
7).

goritmo de multigrid estdndar [12]. Para el error relativo,
definido por una norma euclidiana ponderada para dos pa-
sos de iteracion sucesivos, se determind como criterio de
convergencia un valor de 1073,

III. RESULTADOS

Se resolvié numéricamente la ec. (5) asumiendo como
forma inicial de la gota un paraboloide de revolucién con
linea de contacto perturbada (ver Fig. 1), descrito por la
ecuacion

(6)

donde w es el radio medio inicial de la base de la gota, d es
la perturbacién dada por

h=A[(w+d)*—r],

15
d=Y agcos(q(6+¢,)],
q=1

)

donde 0 es el dngulo azimutal, ¢ es el nimero de onda, y a,
y ¢, son la amplitud inicial y fase de cada modo, respecti-
vamente. El valor de A es elegido de modo que [AdV = 1.
Dado que el liquido moja completamente al sustrato, se asu-
mi6 también que este estd cubierto por una pelicula liquida
uniforme de espesor s, = 107%, lo que permite evitar la di-
vergencia del esfuerzo en la linea de contacto [13, 14].

Con el objeto de reproducir los resultados presentados en
[1], se hizo una simulacién combinando modos normales
tomando g = 1...15, amplitudes a, aleatorias distribuidas
normalmente con media nula y desvio estdndar 0.04, fases
¢, aleatorias uniformemente distribuidas en [0,27), y w =
1,8. El resultado a un dado instante se puede ver en la Fig.
2 (comparar con Fig. 2 (d) de la Ref. [1]).

Para cada instante ¢ se hall el contorno (definido arbi-
trariamente como la linea en la que & = 10h.), y de cada
contorno se calcul6 desde su centro el radio medio < r >
y desvio estandar SD. En la Fig. 3 se muestra SD en fun-
cién de < r >, y puede verse una disminucion inicial hasta
aproximadamente < r >= 2.2, a partir de lo cual el desvio
aumenta.

Por otra parte, se realizaron 15 simulaciones cada una con
s6lo un modo normal presente con niimero de onda g, con g
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FIG. 2: Solucion numérica de la ec. (5) a un dado instante, con 15
modos normales cada uno con amplitudes iniciales y fases alea-
torios. La escala de color indica con rojo (azul) el mayor (menor)
espesor h.

r=2,2

Inestable

Estable

Desvio estandar (SD)

0.05
15
<r=

FIG. 3: Desvio estdindar del radio en funcion del radio medio del
contorno de la solucion numérica. Se observa un minimo de SD
en < r >r~ 2.2, indicando la transicion de la etapa estable a la
inestable.
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FIG. 4: Evolucion temporal de la amplitud de la perturbacion en
las corridas numéricas en las que solo hay un modo normal pre-
sente.
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FIG. 5: Evolucion temporal de la amplitud de cada modo normal
en una corrida numérica en las que hay presentes 15 modos nor-
males.

desde 1 a 15, todas con w = 1.8 y a, = 0.09, con el objetivo
de estudiar la evolucién de cada modo individualmente. En
la Fig. 4 se puede ver la amplitud del espectro de Fourier
de los contornos en funcién de ¢ para cada una de dichas
corridas numéricas (se muestran resultados sélo para g < 10
para una mejor visualizacién de los resultados). En cada una
de las 15 simulaciones se observa que la amplitud del dnico
modo normal presente disminuye inicialmente, y a partir de
cierto valor de ¢ (y por lo tanto de < r >) empieza a crecer.
Dicho valor de ¢ (y de < r >) es ligeramente distinto para
cada valor de ¢g. También se puede observar que a tiempos
mayores hay una tendencia a que el ¢ del modo con mayor
amplitud sea cada vez mds grande.

Finalmente, para evaluar la posibilidad de interaccién en-
tre modos normales, se realizé una simulacién con los 15
modos presentes simultineamente, todos con la misma am-
plitud inicial de la perturbacién a, = 0.09, fases aleatorias,
y radio medio inicial w = 1.8. En la Fig. 5 se muestra la am-
plitud del espectro de Fourier de cada modo del contorno de
esta solucion numérica en funcién del tiempo. Si bien con
algunas diferencias, al igual que en la Fig. 4, la amplitud de
cada modo disminuye al inicio y luego crece, y a tiempos
grandes el ¢ del modo dominante es cada vez mayor.
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IV. DISCUSION Y CONCLUSIONES

La conclusién principal es que las coincidencias entre los
resultados numéricos y los experimentales evidencian que
el modelo, expresado en la ecuacién (5), incluye la fisica
relevante. Sin embargo, se deben realizar mds andlisis pa-
ra mejorar la manera de introducir perturbaciones. También
debe estudiarse en qué medida los detalles del perfil ini-
cial (como por ejemplo el radio inicial w) modifican el va-
lor numérico del radio de transicién entre las etapas estable
e inestable. Se obtuvieron coincidencias cualitativas entre
soluciones numéricas y los experimentos reportados en la
Ref. [1], que enumeramos a continuacién. 1) Una compara-
cion visual de la Fig. 2 con las Figs. 2 (c) y (d) de la Ref.
[1] muestra que sus contornos tienen un aspecto muy Si-
milar. Esta es una apreciacién subjetiva, pero debe hacerse
porque, si no fuera asi, significaria que algunas de las hi-
pétesis adoptadas para arribar a la ec. (5) son incorrectas.
2) Al igual que en los experimentos, las soluciones numéri-
cas presentan una primera etapa estable, evidenciada por la
disminucién del desvio estdndar del radio, seguida por una
etapa inestable, en la que el desvio aumenta. Cabe destacar
que aqui se optd por seguir la evolucién del desvio estandar
del radio para detectar la estabilidad o inestabilidad ya que
esa fue la manera en que se lo hizo en [1]. 3) El radio ob-
tenido aqui en el que ocurre la transicidn entre estas etapas
es aproximadamente 2.2, cercano pero ligeramente inferior
al reportado experimentalmente, que es aproximadamente 3
(con una incertidumbre de 0.6). Notar que el valor obtenido
aqui puede depender de los detalles del perfil inicial, tales
como el radio de su base w y su forma. 4) De las Figs. 4
y 5 se observa que el nimero de onda del modo dominante
crece con el tiempo, al igual que en los experimentos. Estos
resultados concuerdan tanto para las soluciones numéricas
con un Unico modo como para aquella con varios modos
presentes simultdneamente.

A pesar de que en la Ref. [1] el liquido utilizado fue
PDMS, cuya viscosidad depende de 7', aqui supusimos,
al igual que en Refs. [1, 15] (en [15] también se utiliz6
PDMS), que la viscosidad es constante. Esto equivale a asu-
mir a priori la hipétesis de que en los experimentos, los
efectos de la dependencia de u con 7 son de poca impor-
tancia comparados con los que genera la variacion del co-
eficiente de tension superficial y con T (como efectivamen-
te se concluye del excelente acuerdo encontrado en la Ref.
[1] entre las velocidades de avance de la linea de contacto
calculadas con un modelo bidimensional y las experimenta-
les). Dicha hipétesis se ve respaldada a a posteriori por las
coincidencias comentadas en el parrafo anterior entre nues-
tros resultados numéricos y los experimentales reportados
en Ref. [1].

Por otra parte, las diferencias entre las Figs. 4 y 5 evi-
dencian que existen interacciones entre modos. Si estas no
existieran, la evolucion de un dado modo normal seria la
misma independientemente de la presencia de otros modos
con diferente nimero de onda.

En los experimentos las perturbaciones pueden estar pre-
sentes en todo momento debido a imperfecciones en el sus-
trato, en el gradiente térmico, impurezas en el liquido, etc.
Por otra parte, en las simulaciones presentadas aqui, el sis-
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tema es perturbado sélo en el instante inicial, por lo que el
perfil inicial debe ser suficientemente perturbado como para
que conforme pase el tiempo la perturbacion sea visible, tal
y como ocurre experimentalmente.
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