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PROPIEDADES DE LAS ONDAS ROTANTES CON SIMETRIA HELICOIDAL
CLASIFICADAS POR SU VELOCIDAD DE FASE

THEIR PHASE SPEED
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En este trabajo se estudian algunas propiedades de las ondas rotantes progresivas (ORP) en un tubo infinito con simetria
helicoidal, como consecuencia de la propiedad dindmica de los flujos de Beltrami [1-3] (PDFB, Gonzélez, 2014, 2022,
2023). Se muestra que la clasificacién de ondas no interactuantes depende de sus velocidades de fase de la forma
Vpj(m) = mvy,(m = 1) donde g es el signo de la helicidad, lo que implica una velocidad de fase diferente para cada
m o sea una separaciéon de modos con diferentes nimeros azimutales. Que esto da lugar a un método geométrico para
encontrar las ondas no interactuantes en funcion de su velocidad de fase. Y que esta clasificacion facilita el estudio de
propiedades de estas ondas como por ejemplo el transporte de momento angular que se calcula como ejemplo para un
caso particular.
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In this work, some properties of progressive rotating waves (ORP) in an infinite tube with helical symmetry are studied,
as a consequence of the dynamic property of Beltrami flows [1-3] (PDFB, Gonzilez, 2014, 2022, 2023). It is shown
that the classification of non-interacting waves depends on their phase velocities of the form v, (m) = mv,,(m = 1)
where g is the sign of the helicity , which implies a different phase speed for each m, that is, a separation of modes
with different azimuthal numbers. This gives rise to a geometric method to find non-interacting waves based on their
phase velocity. And this classification facilitates the study of properties of these waves, such as the transport of angular
momentum, which is calculated as an example for a particular case.
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I. INTRODUCCION

A partir del descubrimiento de la propiedad dindmica de
los flujos de Beltrami (PDFB) (Gonzélez[1]) que se cumple
en aquellos flujos que cumplen que:

1. suvorticidad es paralela a la velocidad (@p = £y*v3)

2. tiene una dindmica de onda progresiva, es posible rea-
lizar una clasificacion de estas ondas en relacion con el
autovalor y* que se expresa en funcién de la velocidad
de fase de la onda.

Esta clasificacién organiza a las ondas entre las que tie-
nen igual autovalor y no intercambian energia o diferente
autovalor que si la intercambian y de esta forma facilita el
estudio de las propiedades del flujo. Ya hemos estudiado
algunas de estas propiedades desde antes de descubrir la
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PDFB y en la actualidad[2-6] tomando diferentes geome-
trias y simetrias. En particular el estudio de flujos de Bel-
trami (FB) con simetria helicoidal en un tubo, fue realizado
en un articulo pionero por Dritschel[7] aplicado tanto a hi-
drodindmica como a magnetohidrodindmica (MHD). Lue-
go nosotros lo estudiamos en hidrodindmica en una expan-
sion entre dos tubos, enfocando en la cuestion de la estabili-
dad[4]. En el trabajo del 2014[1] generalizamos el estudio a
flujos de Beltrami no axisimétricos y mostramos que el flujo
de Beltrami helicoidal se podia obtener como un caso par-
ticular del mismo. En este trabajo enfocamos nuevamente
en la simetria helicoidal de un flujo (FH) en un tubo infini-
to, con el objeto de estudiar sus propiedades especificas. Y
como se diferencia del caso no axisimétrico, no helicoidal.
En la seccién II introducimos la PDFB en la que se enmar-
ca el trabajo. En la seccién III mostramos la aplicacién de
la PDFB a ondas rotantes no axisimétricas en un tubo in-
finito y en la seccién IV lo hacemos a ondas rotantes pro-
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gresivas con simetria helicoidal, realizamos la clasificacion
de modos de la forma explicada previamente y obtenemos
su propiedad central y en la seccién V estudiamos el trans-
porte del momento angular de la onda helicoidal. Como ya
hemos resefiado en un trabajo previo[4] los flujos tipo Bel-
trami, aparecen en fenémenos de flujos en rotacion rigida
que se perturban, en fendmenos atmosféricos, en MHD y
fendmenos solares y astrofisicos, en el estudio de la turbu-
lencia y en aplicaciones tecnolégicas en turbo maquinaria y
maquinas de fusién con confinamiento magnético.

II. PROPIEDAD DINAMICA DE LOS FLUJOS DE
BELTRAMI

La propiedad dindmica [1], consiste en que los FB ge-
nerados por rotacién ( = Qz), cumplen una ecuacién de
onda rotante progresiva (ORP), en el sistema rotante, que
es una solucion exacta de las ecuaciones de Euler, con las
siguientes caracteristicas

VXxvg= 'YiVB
ovs_, 0 ove
ot v+ 0dz
Con simetria helicoidal definiendo ¢ = 6 — kzlaec. 2 se
transforma en

)]
(@3]

aVB - Qg aVB
o T TyE ag )

donde siendo vz = V(r)e/"®~9") resulta que:
20
ot = q:y—imK 4)

Observamos que en términos de 0 y z, K, que es el pitch

de la onda helicoidal y es k = 27” siendo p el paso de la

hélice juega el rol de un vector de onda, en la que y(k)*
depende de la configuracion i.e de su geometria, de su si-
metria y de sus condiciones de contorno. De forma tal que,
la combinacién de dos FB con v = v, + Vp, y con igual
yi , es también un FB con el mismo autovalor. En efecto

O=VxVv=Vx(vp +Vp,)= :t}/i(VBI +Vp,) = ﬂ:YiV
)
Por lo tanto, en la ecuacion de momentos de Euler el tér-
mino no lineal v x @ = 0y esto significa que no hay trans-
ferencia de energia entre ambos FB. Esta caracteristica per-
mite clasificar los FB a partir de la igualdad o diferencia
de los autovalores vy, autovalor, que se convierte asi, en un
autovalor clasificador. Por eso, en las configuraciones que
estudiamos, establecemos, a partir de trabajos previos[1-6],
qué son los autovalores y que forma adquiere la relacién de
dispersion resultante al especificarlo en la ec. 3.

III. ONDAS ROTANTES PROGRESIVAS NO AXISI-

METRICAS EN UN TUBO INFINITO

En este caso consideramos una ORP propagandose a lo
largo del eje de rotacién con un FB en coordenadas cilin-
dricas (Gonzalez[1], 8-13). Al ser el vector de onda axial,
adimensionalizando en adelante, el tiempo con Q y la lon-
gitud con el radio del tubo a, la ec. 12 adquiere la siguiente
forma adimensionalizada:

2
ot = :Fy—jE mk (6)
y luego
2k 2
Vi=F ==V, (7

Vphy
Por lo tanto, el autovalor clasificador se determina con la
velocidad de fase en forma adimensional y lo denomina-
mos Y p;,. A cada velocidad de fase le corresponde un auto-
valor. Estas ondas deben cumplir la condicién de contorno
de anulacién de la velocidad radial en la pared del cilindro.
Por lo tanto, se cumplen las ecs. 6 y 7, pero ahora existe una
relacién definida por la siguiente ecuacion, para r = 1,

uk

N

() £ 20 (1) = 0 ®)

Donde J,, es la funcién de Bessel de orden m y J), su de-
rivada y s es el signo positivo o negativo, segin que el flujo
sea co-rotante o contra-rotante. Debido a la ec. 2, los auto-
valores V;th dependen de m, y, por lo tanto, la cantidad de
autovalores resulta discretizada por m, pero, a su vez, para
cada m, ylfh depende de k en forma continua. Los modos de
igual autovalor se encuentran sobre una recta de velocidad
de fase constante, pero estdn representados por los puntos
de interseccién de esta recta con los graficos que resultan
de las ecs. 6 y 8 para dicha velocidad de fase. De acuerdo
con el criterio de clasificacion, estos modos no intercam-
bian energia. Los modos con diferentes autovalores, que si
intercambian energia, pueden ser tratados, por ejemplo, me-
diante interacciones triddicas resonantes[5].

T gk

FIG. 1: los puntos sobre la recta representan modos con velocida-

des de fase, v, = —0.1. Los puntos verdes corresponden am =0,
los azules am = 1y los rojos a m = 2.

En la Fig.1, la recta contiene a los pares (k, 0) con igual
velocidad de fase, es decir, por la ec. 7, con igual autovalor

+
Yon -

IV. ONDAS ROTANTES PROGRESIVAS CON SI-

METRIA HELICOIDAL EN UN TUBO INFINI-
TO

En un tubo infinito vz = ¥ (r)e"®=9") con Vp(r) =
(f5(r), gs(r), hs(r) , siendo f;(r), gs(r), hs(r), las componen-
tes segtin r, ¢, z.
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fs(r) =un [r]m(usr) +S%Jm(usr):| )
2
gs(r) = |:|’Ls-lm(usr)smKJm(Hsr):| (10)
2
hy(r) = s—=Jpn(psr) (11)

N

donde p? =2 —m?k? y s = & es el signo de la helici-

dad definida como sy. Ademads, se cumple la condicién de
contorno de f5(1) =0

UK
Jm(u‘v) s >
Y

N

que expresa la anulacién de la velocidad radial en la pared
del tubo.

En este caso, usando la ec. 4 se obtiene

2mK 2m

+

=F— =F— 13
Y =T 2 ﬂvahi (13)

ot . + .

con Vp;, = =~y luego pedir que y™ sea constante sig-
nifica que ViTmi
fase es proporcional a m. Es importante aclarar que la onda
helicoidal no depende de z, y que « es el pitch de la onda
helicoidal, pero que, en términos de z, juega el rol de un
vector de onda constante una vez elegido, por lo que esta
velocidad de fase definida suigeneris, tiene el objetivo de
utilizar el método de andlisis grafico andlogo al de la Fig.
1 en funcién de K, puesto que la simetria helicoidal es un
caso particular de no axisimetria, pero con k constante. Es
lo que hacemos en la Fig. 2. Entonces hay dos novedades
en relacion con el caso no axisimétrico, no helicoidal, por
un lado la frecuencia es proporcional a m, para un mismo
¥* y un mismo « y por otro lado, para un mismo y* hay
una recta en el plano (k, o) con diferente velocidad de fase
para cada m . Ambas cosas representadas en la Fig.2.

= constante y por lo tanto la velocidad de

h+ =+, = 28.57

\

FIG. 2: los puntos sobre las rectas representan modos helicoida-

les. Los puntos azules corresponden a m=1 con, V,,,. = —0.07,
los rojos a m=2 con, V,,, = —0.14 , y los naranja a m=3 con
Vo, = —0.28.

V. TRANSPORTE DE MOMENTO ANGULAR DE
LA ONDA

Una de las ventajas de la clasificacién de las ondas es la
de facilitar la visualizacion de las propiedades que implica.
Aparte de su propiedad central que es la dependencia de su
velocidad de fase con m, para un mismo autovalor, vamos
a ilustrar esto con el estudio del transporte de momento an-
gular de la onda promediado temporalmente en un periodo,
a través de la seccion del tubo, utilizando como pardmetros
a la constante de la hélice y la velocidad de fase definida en
13.

Para ello tomamos

1 27
L, = /o /0 (VB: Vo) rdrdd (14)
_ JgQar : y
con () = <— promedio temporal en un perfodo 7' de la

onda. Ademds, se toma la parte real de la velocidad vg(r) =
Vg, (r)em®=) con Vg (r) = (f;(r),gs(r), hs(r)), usando
las expresiones 9 - 11 que se expresan en funcién de V,,
usando 13. La expresion resultante es entonces

1 r2m
L. :/0 /0 F5 (1 Vs ) (1, Vi, K) (sin(md — o52)*)r dr d

1
n /0 Fu(5 Vo, Ky (1, Vi, K)rdrd
(15)

De esta forma, para los modos representados en la Fig.
2, podemos obtener L, para cada m, s y Vp,. En la Fig. 3
representamos L, param = 1,2,3, s = + y s = — las velo-
cidades de fase indicadas.

VI. CONCLUSIONES

Algunas de las conclusiones son:

I. A diferencia del caso general no axisimétrico, no he-
licoidal en el que una tnica velocidad de fase define
la clasificacién de modos no interactuantes, para to-
dos los nimeros azimutales m , en el caso con simetria
helicoidal, son posibles diferentes velocidades de fase
siguiendo la férmula v,,(m) = mvp,(m = 1), siempre
que esta ultima corresponda a una onda que satisfaga
las condiciones de contorno. Es decir que el autovalor

se elige tomando y* = :Fﬁ y las velocidades
g\

de fase para los demds nimeros azimutales correspon-
dientes a dicho autovalor se obtienen segtin la férmula
indicada previamente. Podriamos decir que la simetria
helicoidal separa los modos azimutales que antes se
encontraban en una misma recta correspondiente a una
misma velocidad de fase, en rectas diferentes con ve-
locidades de fase diferentes tal como se observa en la
Fig.2.

11. Un método para obtener los modos correspondientes a
cada velocidad de fase, es la interseccion de la recta
0° = —sVp;K con las curvas que surgen de la ec. 12
que anula la velocidad radial en el tubo (2),
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1. salvo para los modos (mk,0,L;) =
(1,0.52,-0.07,0.78) y (mk,0L;) =
(3,0.37,—0.21,0.76) para los cuales L, es posi-
tivo, los restantes modos tienen L, negativo y para un
mismo m existe un minimo de L, entre K =0y Kygy.
Como se observa en la Fig.3, el k;,,; son decrecientes
con relacién a m,

Iv. para un m dado, las coordenadas (k, L, ) son las mis-
mas para las frecuencias positivas y negativas y se van
desplazando en el orden de las décimas de estos valo-
res para los demds modos del mismo m, volviendo a
coincidir en (Kpqy,0) para L, = 0.

V. Las velocidades segiin ¢ son practicamente coinciden-
tes para cada m cuando s = + 6 s = — para los valo-
res de k que se corresponden entre las dos helicidades
(correspondencia dada por el orden de aparicion de los
modos y que dan k aproximados), mientras que las ve-
locidades segln z son opuestas para un mismo m pa-
ra cada signo. Sin embargo para el FB, el balance de
la integral 15, para los valores de k correspondientes
a cada helicidad, da siempre negativo, salvo para los
modos sefialados en el inciso 111, para los cuales L, es

positivo.
Lz
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FIG. 3: Flujos de momento angular de las ondas. Los puntos azu-

les,rojos y naranja, corresponden a m=1, vp,, = —0.07;, m=2-
Vo, = —0.14y m=3- v, = —0.28respectivamente. Los puntos
verdes, lila y marron, corresponden a m=1, Vo = —0.07, m=2,

Vo =—0.14, ym=3, v, = —0.28.
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