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En este trabajo se analiza la existencia de la Propiedad Dindmica de los flujos de Beltrami [1-7] en Magnetohidro-
dindmica (MHD) [1, 5, 6]. Se encuentra que para un equilibrio MHD en rotacién rigida y con un campo magnético
azimutal By = EQqr¢ con & = Q(/Q, las perturbaciones beltramizadas y alineadas b = cv, cumplen una dindmica de
onda viajera, si los factores de alineamiento & y ¢ cumplen una condicién de consistencia que neutralice los efectos del
shear azimutal. Se encuentra una contraccion de frecuencias con respecto al espectro inercial puro y un desdoblamiento
Zeeman clésico. En esas condiciones, cuando & = 1, se produce una bifurcacién de frecuencia cero, entre dos estados
alfvénicos, puros, el segundo de mayor complejidad y auto organizado durante un proceso de relajacién a dicho estado
de energfa minima global.

Palabras Clave: Ondas viajeras alfvénico-inerciales, perturbaciones beltramizadas, propiedad dindmica, estados de
alfvén puros, contraccion de frecuencias, bifurcacion de frecuencia cero, relacion de consistencia..

This paper analyzes the existence of the Dynamic Property of Beltrami flows [1-7] in Magnetohydrodynamics (MHD)
[1, 5, 6]. It is found that for an MHD equilibrium in rigid rotation and with an azimuthal magnetic field By = £EQqr¢
with & = Qy/Q, beltramizedand aligned perturbations b = cv follow a traveling wave dynamics if the alignment factors
& and c satisfy a consistency condition that neutralizes the effects of azimuthal shear. A frequency contraction with
respect to the pure inertial spectrum and a classical Zeeman splitting are found. Under these conditions, when & = 1,
a zero-frequency bifurcation occurs between two pure Alfvén states, the second of which is more complex and self-
organized, during a relaxation process to that state of minimum global energy.
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I. INTRODUCCION

En fluidos neutros se ha desarrollado el concepto de la
propiedad dindmica de los flujos de Beltrami (PDFB) (Gon-
zélez [1]) que se cumple en aquellos flujos que cumplen
que:

1. su vorticidad es paralela a la velocidad @p = +y*vp

2. tiene una dindmica de onda progresiva y es posible rea-
lizar una clasificacion de estas ondas en relacion con el
autovalor ¥ que se expresa en funcién de la velocidad
de fase de la onda.

Esta clasificacion organiza a las ondas entre las que tie-
nen igual autovalor y no intercambian energia o diferente
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autovalor que si la intercambian y de esta forma facilita el
estudio de las propiedades del flujo.

Ya hemos estudiado algunas de estas propiedades desde
antes de descubrir la PDFB y en la actualidad [1-6] toman-
do diferentes geometrias y simetrias. El flujo de Beltrami
resulta ser el estado final estacionario de un proceso de re-
lajacion turbulenta, bajo la restriccidn de la conservacién de
invariantes ideales como la helicidad cinética, la magnética
y la cruzada, que minimiza las respectivas energias sujetas a
dichos invariantes [8-12]. Pero cuando se perturba un flujo
en rotacion uniforme incompresible, se produce una beltra-
mizacion [1-3] de la perturbacién, que resulta del hecho de
que en el sistema rotante fijo al flujo estacionario, se da el
mismo proceso de minimizacién. De esta forma se obtie-
ne un flujo de Beltrami no estacionario, cuya dindmica es
la de una onda progresiva o viajera. En MHD es conocido
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también este estado de equilibrio de Beltrami con flujo, re-
sultante de un proceso de relajacion turbulenta [7, 8, 10, 12]
en el que se da una paralelizacién del campo magnético con
la velocidad. En particular el estudio de flujos de Beltrami
(FB) con simetria helicoidal en un tubo infinito, fue reali-
zado en un articulo pionero por Dritschel [7] aplicado tanto
a hidrodindmica (HD) como a MHD en el que se postula
una paralelizacion entre el campo magnético y la velocidad
del fluido, a partir de una configuracién magnética de equi-
librio basada en la analogia del tipo @ < j,B <> v. De esta
forma, es factible postular que las perturbaciones de estos
campos, no sélo estardn beltramizados, sino que serdn para-
lelos, de tal forma, que las fuerzas giroscépicas de Coriolis
y de Lorentz, se vuelven semejantes y aportan cada una a
las oscilaciones alfvénico-inerciales, cuyas condiciones de
existencia e interaccion estudiamos aqui.

Las preguntas son varias. Dritschel sostiene que hay una
dindmica de onda rotante con “corrimiento de frecuencia”
con respecto al fluido neutro: ;se produce sin simetria heli-
coidal? ;qué tipo de corrimiento es? ;Qué caracteristicas
tiene la interaccion entre el campo magnético y la rota-
cién? ;hay nuevos estados de equilibrio? En ese caso ;son
estables? Evidentemente, dada esta interaccion, las ondas
no seran sélo inerciales ni sélo alfvénicas, sino alfvénico-
inerciales y Dritschel [7] nos adelanté su existencia y la
propiedad del corrimiento de frecuencia.

Nosotros hemos estudiado la beltramizacién y su diné-
mica, en HD, en una expansion entre dos tubos, enfocando
en la cuestion de la estabilidad [2]. En el trabajo del 2014
[1] generalizamos el estudio a flujos de Beltrami no axisi-
métricos y mostramos que el flujo de Beltrami helicoidal se
podia obtener como un caso particular del mismo.

Como ya hemos resefiado en un trabajo previo[2] los flu-
jos tipo Beltrami, aparecen principalmente, en fenémenos
de flujos en rotacidn rigida que se perturban, en fenémenos
atmosféricos, en MHD y fenémenos solares y astrofisicos,
en el estudio de la turbulencia y en aplicaciones tecnolégi-
cas en turbo maquinaria y maquinas de fusién con confina-
miento magnético. Por ello su investigacion y los posibles
resultados, tienen una amplia e importante gama de aplica-
ciones

En la seccién I, repasamos la Propiedad Dindmica de los
FB. En la seccién 111, establecemos el flujo basico que per-
turbamos con perturbaciones tipo Beltrami y campo alinea-
do y establecemos las condiciones de posibilidad de ondas
alfvénico-inerciales no axisimétricas para dicho equilibrio.
En la seccion IV estudiamos los modos alfvénico-inerciales
en un cilindro infinito. En la seccidon V, mostramos que hay
una bifurcacion entre dos estados alfvénicos puros (B = v
en unidades alfvénicas) Y la peculiaridad de que esta bifur-
cacién no se produce por inestabilidad del equilibrio, sino
por la anulacién de la frecuencia de oscilacion, debido a las
multiples restricciones geométricas y topologicas, debidas a
las condiciones de existencia de las ondas y a los invariantes
dindmicos del fluyjo MHD.

II. PROPIEDAD DINAMICA DE LOS FLUJOS DE
BELTRAMI EN FLUIDOS NEUTROS

La propiedad dindmica (Gonzdlez[1]), consiste en que
los FB generados por rotacién (Q = Qz), cumplen una ecua-
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cion de onda rotante progresiva o viajera (ORP), en el sis-
tema rotante, que es una solucién exacta de las ecuaciones
de Euler, con las siguientes caracteristicas

Vxvg=+yvp (1)
(9VB . 2Q aVB
o T o @

en la que y(k)* depende de la configuracion i.e de su
geometria, de su simetria y de sus condiciones de contorno.
De forma tal que, la combinacién de dos FB v = v, + Vg,
con igual T , es también un FB con el mismo autovalor. En
efecto

CD:VXV:VX(VBI—FVBZ)

3
Z:E)/i(VBI—FVBZ)::l:’)/iV ©)
Por lo tanto, en la ecuacion de momentos de Euler el tér-
mino no lineal v x @ = 0 y esto significa que no hay trans-
ferencia de energia entre ambos FB. Esta caracteristica per-
mite clasificar los FB a partir de la igualdad o diferencia
de los autovalores 7, autovalor, que se convierte asi, en un
autovalor clasificador. Por eso, en las configuraciones que
estudiamos, establecemos, a partir de trabajos previos [1-6]
qué son los autovalores ¥y y que forma adquiere la relacion
de dispersion resultante al especificarlo en la misma.

III. DINAMICA ALFVENICO-INERCIAL

En el marco de la MHD ideal e incompresible considera-
mos las ecuaciones parau 'y B

a—u+a)><u+]~3><j:—V7t 4)
ot
%—?—ka(ﬁxu):O 5)

con @ =V xuyj=V x B tomando las variables definidas
por Dritschel [7] expresada en unidades de la velocidad de
alfven, con la velocidad de Alfvén .

By

VP Ho

En primer lugar consideramos el siguiente equilibrio
MHD estacionario que consiste en una rotacion rigida y un
campo azimutal

Va

Vo =Qor¢,Bo = Qor¢ (6)

Ahora realizamos la perturbacién del equilibrio estacio-
nario, definiendo perturbaciones beltramizadas con alinea-
miento de la velocidad y el campo magnético:

u=Qr¢+v,B=0Qr¢ +b (7

donde v cumple 1y que,
b=cv )
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entonces

Vxb=cVxv=+ycv=+y"b 9)
Donde se usé laec. 1. Y luego

O —2Q02+ YV, j— 2005+ 7D (10

La colinealidad entre la perturbacién del campo magné-
tico y la perturbacién de la velocidad del fluido y las con-
diciones de Beltramizacién constituyen el “alineamiento de
Chandrasekhar- Kendal [13]” y fue planteada por primera
vez por Chandrasekhar [14] con respecto al alineamiento
que lleva a la equiparticion de energia y al trabajo de la
obtencion de las autofunciones del rotor de Chandrasekhar-
Kendal [13] que resultan en configuraciones dindmicas es-
tables [13, 14]. Luego tomando el rotor de la ecuacién de
momentos y reemplazando en la ecuacién resultante y en
la ec. 5, las condiciones expresadas por las ecs. (6)—(10),
resultan:

av 2Q Qo

- Vx(zxv)JrQ(lfc—)VX(er‘P)
(9t 7/ (11)
iQ—OVx (vxz)=0
rE
av Qo
e =(Q- —)Vx (Vvxre)= (12)

Para encontrar la onda viajera que cumpla con la propie-
dad dindmica, debemos elegir ¢ de forma que se cancelen
entre si los términos que contienen al versor ¢ , que expre-
sa el shear azimutal, para lo cual sumamos las dos dltimas
ecuaciones miembro a miembro, e igualemos a 0 la suma
de estos términos, resultando que,

Q—@JFQ ¢,00=0 (13)
cuyas raices son con
1 Qo
+_ _EEg=x0
gliEV1-80.8=3 (14)

asf la ec. 14 constituye una relacion de consistencia, que
posibilita la estructura de perturbaciones tipo beltrami de
velocidad y de campo magnético alineados. Y, reemplazan-
do en la suma de las ecuaciones el valor de ¢ obtenemos
cuatro ecuaciones que resultan de combinar los signos =+
del autovalor ¥ por un lado y los del coeficiente ¢* por el
otro y podemos sintetizar asi:

resulta

v n —CiQo
or yE
IV. ONDAS ALFVENICO-INERCIALES PROGRE-
SIVAS NO AXISIMETRICAS EN UN TUBO IN-
FINITO

Tomando en cuenta la combinacién de signos de y* y ¢*
, tenemos cuatro ecuaciones que corresponderan a cuatro
ramas de ondas alfvénico-inerciales. Utilizando las ecs. 14

Vx(zxv)=0 (15)

y 15 y expandiendo las cuatro posibilidades, llegamos a las
cuatro ecuaciones de ondas progresivas que expresan a la
Propiedad Dindmica [1]

ov Q ov
9 _ ()@ 2= fr_g%Y
ot +F yi“) 1-5 ]8z

Donde +(!) y +2) son los doble signos correspondientes
alos autovalores ¥ y a los coeficientes de proporcionalidad
¢ respectivamente, ecuacién que a su vez depende del pa-
rdmetro & = QO , que expresa la relacion entre la intensidad
de campo y la velocidad de equilibrio:

(16)

By = Qor¢ =EQr¢ =&V, 17

de forma que la velocidad y el campo magnético de equi-
librio estdn alineados, pero con el coeficiente £, mientras
que el alineamiento de las perturbaciones tiene coeficiente
de proporcionalidad c. La relacion de consistencia 14 im-
pone asi un vinculo geométrico entre el equilibrio y las per-
turbaciones.

Desarrollando la velocidad en una base en coordenadas
cilindricas de Chandrasekhar-Kendal [15]

(1+(2)

A . 4
V= CvBez(kz+rn¢)etG "4 e

(18)

con Vg (r) =
siendo fys(r),g

(fs(r), &5(r), hs(r)),

8
s(r),hs(r), las componentes segln r,¢ y

z.
fo= i) B ), a9)

8 = [=HaTy (sr) =52 Tn(or)], (20)

hy = s‘u—szl,,,(usr)7 2n

donde u? =2 — k> y s = + es el signo de la helicidad de

la onda , definida como s¥;.

Las ecs. 16 y 18 nos dan las relaciones de dispersion adi-
mensionalizadas de estas ondas con sus cuatro combinacio-
nes de signo
P40 (22)

1

—n Vv 1-E&2%k
4

Vemos que, en relacién con las ondas inerciales puras, en
la ec. 22 no aparece el factor 2 que figura en la relacion de
dispersion de la onda inercial pura sin campo magnético y
las frecuencias no son mayores a 1 en valor absoluto. Para
un & dado, hay dos ramas de frecuencias para cada yim
que son simétricas con respecto al eje k. Por otro lado, la
frecuencia estd modulada por el factor /1 — &2 . Dejando
fija a Q, analizaremos el tipo de ondas resultante al variar
Qp. Cuando Qp = Q y entonces ¢ = 1 y tenemos un esta-
do alfvénico puro de equilibrio estacionario dindmico con
las lineas de campo rotando con Q. Hay equiparticién de
energia cinética y magnética de las perturbaciones. Para es-
te valor de ¢, toda la estructura MHD de Beltrami rota con el
fluido para todos los modos posibles del flujo dados por m,
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k y el signo de la helicidad. Cuando Qg disminuye, apare-
cen las ondas viajeras. En primer lugar, al fijar distintos Qy,
tendremos diferentes regiones que le corresponden de la re-
lacién de dispersion. Parametricémoslas con &, las ondas
seréan posibles si 0 < & < 1. La propiedad dindmica implica
dos aspectos: una dindmica de onda progresiva y la no in-
teraccion entre modos con igual autovalor y. Pero de la ec.
22 deducimos que

VI8

—yi“) (23)

P
de modo que para & y ¥ dados, queda definida una veloci-
dad de fase de los diferentes modos de la onda. Debe quedar
claro que fijar un & es fijar el equilibrio MHD dado en la ec.
6y definir la alineacién de la velocidad y el campo en la ec.
17. Luego fijar un 7, para dicho equilibrio, es fijar la veloci-
dad de fase de los modos, o reciprocamente a la velocidad
de fase de una onda le corresponde un y dado por 23. No tie-
ne sentido hablar de interaccién de ondas con diferentes &,
puesto que representan equilibrios de base diferentes. Estos
modos, por otro lado, se obtienen al despejar ¥ de la ec. 22
y reemplazarla en la ec.19, que al igualarla a O establece la
condicion de contorno de anulacién de la velocidad radial
en la pared del tubo:
+
(=) = K 0=y =0

24
" 24)

lo que completard la determinacién de la estructura espa-
cial del flujo y del campo.

Si elegimos, por ejemplo, y* = 40, combinado con los
tres valores de & = 0.99,0.6,0%, para las ramas ¢, obtene-
mos las relaciones de dispersion global representadas en la
Fig. 1, para los modos m = 0, 1,2. En primer lugar, toma-
mos la velocidad de fase correspondiente a cada pardme-
tro vpﬁf = —0.0035,—0.020,—0.025, respectivamente. Pa-
ra estos valores, dibujamos las tres rectas que representan a
la relacion de dispersion local dada por la ec. 22. La inter-
seccién de estas rectas, con las curvas que surgen de com-
binar a la relacion de dispersion local con la condicién de
contorno nos dan los modos discretizados correspondientes
a esta configuracion, para dichos pardmetros.

Por otro lado, para los mismos valores de &, pero para la
rama ¢, resultan las curvas simétricas con respecto a k de
frecuencias positiva y velocidades de fase positivas de igual
valor absoluto que las de las frecuencias negativas. Asi, la
primera propiedad que encontramos en estainvestigacion,
en torno a las ondas alfvénico-inerciales, es el desdobla-
miento del espectro de frecuencias con respecto al espectro
correspondiente a ondas inerciales sin campo magnético, lo
que es un efecto Zeeman cldsico, pero en este caso, ademas,
en ramas simétricas, correspondientes a ¢ y ¢, lo que im-
plican ondas progresivas contra rotantes y co rotantes.

Una segunda propiedad, es que se produce una contrac-
cién de frecuencias, a medida que & crece. Dritschel[7], que
estudia esta configuracién de base con alineamiento de las
perturbaciones beltramizadas de campo magnético y velo-
cidad, pero con simetria helicoidal, habla de corrimiento
de frecuencias, pero no especifica qué tipo de corrimiento.
Mientras que en el caso HD sin campo magnético (Fig.2)

FIG. 1: Relaciones de dispersion local (rectas) y global (cur-
vas), correspondientes a y* = 40.,c (frecuencia negativa) y
¢~ (frecuencias positivas) para m =0 (verde), m =1 (azul), m =2
(rojo), & =0.99 (rectas interiores), & = 0.6 (rectas intermedias),
& =0 (rectas mds externas).

las frecuencias de las ondas en el cilindro varian en el ran-
go (-2,2)[1], aqui varian en el rango (-1,1). Pero, ademads, si
tomamos las regiones de curvas alrededor de las rectas co-
rrespondientes a las tres velocidades de fase, constatamos
graficamente esta contraccion de frecuencias, cumpliéndo-
se ademds que 0 — 0 a medida que & — 1. Vemos como
las frecuencias “amontonan” sobre el eje k aumentando la
“densidad de lineas” para & = 0.99. Todas las lineas “co-
lapsan” para & =1 en o = 0.

Los estados alfvénicos cumplen en general que b = cv,
y son estados alfvénicos puros cuando ¢ = 1. En nuestro ca-
s0, ocurre cuando £ = 1 y entonces Qo =Q,c=1yb=v.
Luego, las perturbaciones tipo Beltrami alcanzan un estado
estacionario, que se suma al del flujo base inicial y cons-
tituye un nuevo estado estacionario que es alfvénico puro.
Es decir, hay una bifurcacién entre un estado estacionario
que es el flujo base con & como pardmetro de control y un
estado estacionario que es la suma del flujo base mas un
beltrami estacionario justo cuando & = 1.

Este es, probablemente, uno de los resultados mds intere-
santes de este articulo, e intentaremos dar un cuadro com-
pleto del proceso dindmico de relajacion a este estado es-
tacionario, mediante la propiedad dindmica, articulada con
los principios variacionales [8-15] y las evidencias de re-
lajacién turbulenta MHD tendiente al alineamiento de las
perturbaciones de campo magnético y velocidad[8, 12, 13].

Con respecto a la propiedad dindmica, en primer lugar,
por qué tiene una dindmica de onda progresiva? El hecho
de ser un flujo de Beltrami, implica la eliminacién de la no
linealidad y por lo tanto una ecuacién dindmica lineal, ex-
presada en la base de Chandrasekhar-Kendal [14, 15] que es
una base de auto funciones del rotor, del tipo 18 siempre que
la geometria y la simetria de la configuracién y las condi-
ciones de contorno, sean adecuadas. No hay beltramizacién
para cualquier geometria, simetria o condicién de contorno,
debe analizarse cada caso. Pero dada una configuracion tipo
Beltrami, la tenemos en dos estados posibles: estacionario o
con una dindmica de ondas viajeras. En nuestro caso tanto
para el flujo como para el campo. Ademas, la relacion de
consistencia 14 constituye una condicién geométrica, que
vincula al equilibrio base con las perturbaciones beltrami-
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—20f = Vmk

FIG. 2: Puntos representando flujos tipo Beltrami, para a . los
puntos verdes corresponden a m = 0, los azules a m =1y los
rojos am = 2.

zadas, estando estas ultimas, en su estado estacionario o en
su estado dindmico de onda viajera, como las dos tunicas
posibilidades. La relacion de consistencia, es condicion de
posibilidad de existencia de la beltramizacion, al desacoplar
la componente axial de la azimutal. Por otro lado, en ondas
inerciales puras, las rectas de velocidad de fase constante
dependen exclusivamente del autovalor que decrece a me-
dida que y aumenta y viceversa, habiendo una infinidad de
ondas viajeras para todos los y. En cambio, aqui, eligiendo
cualquier 7, la frecuencia y la velocidad de fase decrecen a
medida que & — 1. Hay un forzamiento causado por el va-
lor de & sobre el espectro, que se “comprime” sobre el eje k
debido a la relacién de consistencia, y la cantidad de ondas
viajeras va disminuyendo en la misma proporcion.

Las curvas de la relacién de dispersion global (condicién
de contorno) no dependen de ¥ pero si de €.

Una vez fijado &, se elige un equilibrio del flujo base, y
con él, una familia de curvas en una region del plano ¢ — k.
Abhora fijando un 7y para dicho &, queda definida la veloci-
dad de fase (ec. 23 y por lo tanto la pendiente de la recta,
que al cortar a las curvas, da los modos correspondientes a
dicho equilibrio. Es lo que ocurre en la Fig. 1, para y = 40,
en la que los modos asi obtenidos no interactiian entre si
por tener el mismo 7. Para obtener modos con 7y de valores
diferentes en dicho equilibrio, hay que cambiar la pendien-
te de la recta, en la regién de curvas correspondientes, y
los nuevos puntos de interseccion serdn modos con un au-
tovalor diferente al inicial. Entonces, estos nuevos modos,
si podrdn interactuar con los primeros [6] y eventualmen-
te producir procesos de cascadas. De esta forma, los modos
que pueden interactuar, son aquellos que perteneces a rectas
diferentes, dentro de la regidn de curvas correspondientes a
un equilibrio dado parametrizado por £. Esta es la explica-
cién derivada de la propiedad dindmica para este caso.

V. BIFURCACION DE FRECUENCIA 0 ENTRE ES-

TADOS ESTACIONARIOS ALFVENICOS PU-
ROS

Tenemos una familia de estados estacionarios parame-
trizadas por & , que en este trabajo cumple la condicién
0 < & < 1. Suponiendo que & cambia desde valores cer-
canos a 0, y aumenta hasta alcanzar el valor & = 1, los equi-
librios van cambiando y soportan ondas viajeras beltrami-

zadas, cuyas frecuencias para un ¥y un k dados, dependen
de & de la forma indicada en la ec. 22 es decir que, la fre-
cuencia se puede expresar de la forma

0(i,§) = »=(i)V1-&2

donde i es un nimero natural que indica la rama que se con-
sidera, en este caso va de 1 a 4. Observamos los siguientes
puntos;

(25)

1. si & # 1 entonces 6(i,&) #0
2. 6(i,1)=0

3. como 0 < & <1 la frecuencia es siempre real y varia
suavemente con &

Como observamos en la Fig. 1, si variamos desde valo-
res cercanos a 0 y en forma creciente, vamos pasando de
regiones ricas en ondas viajeras, a regiones en las que va
disminuyendo esta cantidad a medida que & aumenta, y las
curvas de la relacién de dispersion se van cerrando y “amon-
tonando” sobre el eje k. Asimismo, las ondas viajeras van
disminuyendo cada vez mads su velocidad de fase y su ener-
gia, decreciendo la energia cinética y aumentando la mag-
nética. Los correspondientes equilibrios de base “conviven”
con menos ondas viajeras.

Por otro lado, como ya lo sefialamos, tanto los equili-
brios de base como las perturbaciones son estados alfvéni-
cos, pues cumplen con las ecuaciones de paralelizacién del
campo magnético y la velocidad, ec. 8 y ec. 17, con coefi-
cientes ¢ y & respectivamente, que estdn vinculados por la
relacién de consistencia. Inicialmente para & — 0, ¢ — o
, de modo que podriamos decir que inicialmente esos esta-
dos de alfven estan “desincronizados”, aunque Ect — 2y
Ec¢™ — 0 cuando & — 0 . Cuando £ = 1 entonces ¢ = 1,
y por un lado, por la condicién 2 sefalada arriba, la fre-
cuencia se anula y la perturbacién se vuelve estacionaria y
“se congela” en el flujo del equilibrio base. Pero al mismo
tiempo tanto el equilibrio base, como el Beltrami estacio-
nario, constituyen un estado alfvénico puro. Es decir que se
produjo una bifurcacion de frecuencia 0, desde un estado
estacionario alfvénico puro representado por el flujo base
para & = 1 a un nuevo estado estacionario alfvénico puro
que es la superposicién del primero, con el Beltrami esta-
cionario con £ = 1. Y en ese punto se produce una “sin-
cronizacién” entre ambos equilibrios, con equiparticion de
energia cinética y magnética, alcanzado un estado absoluto
de minima energia y por lo tanto muy estable. Se pasé de
un estado alfvénico puro con alta simetria, a otro alfvénico
puro mds complejo en un proceso que podriamos considerar
como auto organizado Lo sorprendente de esta bifurcacion
es que no se genera por la desestabilizacion de un equili-
brio al variar un pardmetro de control, en este caso & , sino
porque las condiciones de alineamiento, van apagando las
ondas viajeras, en su camino de relajacién hacia el minimo
absoluto, hasta que se detienen en el flujo de equilibrio ba-
se cuando se alcanza este tltimo. Y es una bifurcacién de
ondas viajeras a estado estacionario alfvénico puro.
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VI. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Es posible dar un cuadro dindmico global de esta bifurca-
cion de frecuencia 0, comenzando por la evidencia de pro-
cesos de relajacion MHD que en una primera etapa pro-
ducen alineamientos de velocidad y campo magnético me-
diante procesos de cascada turbulentos [8, 10, 12, 13, 16].
Esto inicia un proceso de relajacion hacia un estado de equi-
librio alfvénico puro siempre que la helicidad cruzada

H.= /v-Bd3V (26)
sea un invariante de movimiento [8, 10, 12, 13, 16]. Si ade-
mads se dan las conservaciones de las helicidades magnética

H, :/B-Ad3v @7
y cinética,

Hy = /v-wd3v (28)
durante dicho proceso relajatorio hacia un estado alfvénico
puro global [8, 10, 12, 13, 16], habran estados de minimos
de energia locales y parciales, que beltramizaran a las per-
turbaciones de campo magnético y de velocidad, lo que nos
conduce al esquema de partida de este trabajo, haber con-
siderado perturbaciones beltramizadas y alineadas que son
estados de alfven, pero no puros, sino de relajacién hacia un
estado de alfven puro correspondiente al minimo de ener-
gia global. La conservacion de las tres helicidades, son una
condicién necesaria para la existencia de las perturbaciones
beltramizadas y de la alineacién velocidad-campo.

Por la propiedad dindmica [ 1, 6] sabemos que la dindmica
de dichas perturbaciones es la de ondas viajeras, con una re-
lacion de dispersion lineal, en la que la velocidad de fase tie-
ne una relacién inversamente proporcional con el autovalor
7. Luego la geometria y las condiciones de contorno, deter-
minardn los modos correspondientes a dicha configuracién
y la forma de relajamiento al estado estacionario global, si
este es posible. Dependerd de estos factores si la frecuencia
podrd tomar algtin valor complejo y producirse desestabili-
zacion. Si no se produce inestabilidad, la llegada a un es-
tado estacionario, implica necesariamente, la anulacién de
la frecuencia de las perturbaciones, por lo que las perturba-
ciones que no se extinguieron, alcanzan su nivel de energia
total es decir cinética mds magnética, minimo global, y por
su condicién de estado alfvénico puro, hay equiparticién de
energia cinética y magnética.

Este es el cuadro dindmico general del proceso de relaja-
cidn al equilibrio en el contexto de perturbaciones beltrami-
zadas con alineamiento de velocidad y campo magnético.
Veamos como se aplica al caso del equilibrio especifico que
tratamos aqui. La particularidad es que el equilibrio de base,
que depende del pardmetro £ que expresa la relacién entre
la intensidad del campo y la velocidad angular, es a su vez,
el coeficiente de alineamiento de la velocidad y el campo
de equilibrio (ec.17). Por otro lado, las perturbaciones tie-
nen un factor de alineamiento ¢ (ec. 8), pero ambos factores
estan ligados por la ecuacion de consistencia ec. 14 que es
necesaria para eliminar la parte azimutal de las ecuaciones
de momento e induccidn, con la particularidad de que cuan-

MODO BELTRAMI m=1, y=3.831,

ENERGIA TOTAL FIUA
HELICIDADES/ENERGIAS
20k s
" H_M
1.5 — HC
~~~~~ H_K
1.0 EB
----- EK

0.5/
o4 05 08 07 08 09 10
FIG. 3: helicidades,magnética (M), Cruzada (C) y Cinética (K) y
Energias Magnética (B) y Cinética (K), de la perturbacion beltra-
mizada, correspondiente al modo m =1, Y = 3.831 en funcion de
&, para la rama ¢t > 1, todas normalizadas con sus respectivos
valores en & = 1.

do & = 1 entonces ¢ = 1. Luego se dan dos situaciones

B=By+b=EVy+cv#Vo+v si0<E<1 (29)
Es decir que si € # 1, velocidad y campo total no son igua-
les, no hay estado alfvénico puro. Y en cambio
B=By+b=E(Vy+cv=Vo+Vv sié=1 (30)
Con lo cual, cuando & = 1 tenemos la superposicion de
dos estados alfvénicos puros, que es, a su vez, alfvénico pu-
ro. Por eso, el pardmetro & se convierte en pardmetro de
control de un proceso de bifurcacién de equilibrios, como
ya explicamos, que culmina en un estado alfvénico global
de equilibrio, cuando las frecuencias de las perturbaciones
se anulan, y se alcanza el nivel de energia minima global.
Por lo tanto, este proceso de bifurcaciones, coincide con el
proceso de relajacién definido por los principios variacio-
nales mencionados antes. En efecto, en las Figs. 3y 4

se representan las helicidades y las energfas, para el modo
beltramizado m = 1y ¥ = 3.81, para las ramas ¢ y ¢~ res-
pectivamente. En ambos casos verificamos que la helicidad
cruzada H, alcanza un méiximo, en el estado de alfven pu-
ro de minima energia de esta perturbacién, mientras que las
energias cinética y magnética son equipartidas. La diferen-
cia que se observa es que, para ¢t > 1 la energia cinética
de la perturbacién es siempre mayor a la magnética hasta
llegar a la equiparticién, mientras que en el caso ¢~ < 1 es
la magnética la que domina todo el proceso hasta llegar al
equilibrio global.

Por otro lado, corroboramos que, al ser, tanto el equili-
brio base, como el perturbado, alfvénicos puros en & = 1,
alcanzan en ese momento su minima energia y por lo tanto
el equilibrio final, que es la superposicién de ambos, ten-
drd energia minima, también. De modo que, para & =1,
el equilibrio base se convierte en estado alfvénico puro y
al mismo tiempo “se dispara” la bifurcacién hacia un nue-
vo estado de equilibrio, también alfvénico puro. Es en este
aspecto que la igualdad c[ = 1] = 1 “sincroniza” los es-
tados alfvénicos puros. Se pasa del estado alfvénico puro
del equilibrio base a un nuevo equilibrio que es la suma del
primero mads el estado estacionario alcanzado por las pertur-
baciones, mas complejo y auto organizado. Es muy estable,
porque ni bien nos apartamos un poco del equilibrio, lo que
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MODO BELTRAMI m=1, y=3.831,

ENERGIA TOTAL FIJA
HELICIDADES/ENERGIAS
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FIG. 4: helicidades, magnética (M), Cruzada (C) y Cinética (K)
y Energias Magnética (B) y Cinética (K), de la perturbacion bel-
tramizada, correspondiente al modo m = 1, vy = 3.831, en funcion
de &, para la rama ¢~ <1, todas normalizadas con sus respectivos
valoresen & =1.

hay es un equilibrio base no alfvénico puro, rodeado de on-
das viajeras, que tenderdn a relajar nuevamente al minimo
global.

Sin embargo, esto ocurre s6lo para el rango 0 < & < 1;
si & > 1, ¢ se vuelve imaginario, e introduce un factor en la
frecuencia que va a producir una inestabilidad. Como se ve,
la existencia de ondas viajeras, de equilibrio alfvénico o la
inestabilidad, dependen del pardmetro £ . Y lo continuare-
mos estudiando en préximos trabajos.

Podemos hacer una sintesis de los principales resultados:

(i) Se produce una contraccién de frecuencias debido a
que la induccién magnética “se opone” a la inercia genera-
da por la rotacién que arrastra a las lineas de campo, cuanto
mayor es £ mds intenso es el campo para producir este fre-
nado y viceversa. El caso extremo se da en £ = 1 en que
las oscilaciones “se apagan” y se vuelven estacionarias. Por
otro el desdoblamiento de frecuencias se debe a que hay
dos grados de libertad en la alineacién para producir ondas
co-rotantes y contra-rotantes.

(i1) al ser las perturbaciones beltramizadas, se cumple la
propiedad dindmica en MHD, por la cual la forma dindmica
de existencia de las mismas es a través de ondas viajeras que
“conviven” con el equilibrio de base, mientras transiciona al
estado estacionario.

(iii) se estd produciendo una relajacién, que este traba-
jo asume ya en su forma alineada, pero que, de acuerdo a
los teoremas variacionales comentados, evoluciona hacia un
minimo de energia global, que es un estado alfvénico puro
global.

(iv) dado que el equilibrio base depende del pardmetro
&, relacionado con la intensidad magnética, se verifica que
este actiia como un pardmetro de control de un proceso de
bifurcacién que, cuando 0 < & < 1, produce diferentes equi-
librios de base con factor de alineamiento & rodeado de on-
das viajeras beltramizadas, con factor de alineamiento c, ali-
neamientos desincronizados. Cuando £ = 1 entonces ¢ = 1
y los respectivos alineamientos se sincronizan, y se produ-
ce una bifurcacion del estado estacionario del flujo base,
ahora en estado de alfven puro, hacia un nuevo equilibrio,
que es la suma del de equilibrio, mas la perturbacion beltra-
mizada que alcanzé también su estado alfvénico puro. Este
nuevo equilibrio es, él mismo alfvénico puro, por lo que la
bifurcacién se da entre dos estados alfvénicos puros, pero

S
A‘ﬂ’
a |

0
j

¥
JIA

Ay,
i

(
_.'h

S e e ]
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FIG. 5: lineas de campo magnético, estacionario sobre un fluido
que rota rigidamente, correspondiente al modo m =1, y = 3.831,
del campo beltramizado. Degradado “Rainbow”. El valor 0 es el
azul y el I es rojo el mds intenso.

el segundo es mds complejo y auto organizado. La bifur-
cacion se produjo no por inestabilidad, sino por anulacién
de frecuencia. Es una bifurcacién de ondas viajeras a es-
tado estacionario, en sentido opuesto a lo que pasa en una
bifurcacién de Hopf.

(v) cuando & > 1, la frecuencia se volverd imaginaria pu-
ra, generando una inestabilidad de este flujo, cuyas impli-
cancias se estudiardn préximamente.

En sintesis, la propuesta de relajacién sigue la secuen-
cia: relajacion turbulenta — alineacion dindmica velocidad-
campo y beltramizacién de perturbaciones, que, en su for-
ma dindmica, es de ondas viajeras (Propiedad Dindmica) —
Estado de Alfvén, Minimo de energfa global y en este caso
bifurcacion entre estados alfvénicos puros cuando & =1 —
posterior desestabilizacién si & > 1 . Es importante sefia-
lar que las soluciones son de amplitud finita, pues las solu-
ciones obtenidas, son soluciones exactas, de las ecuaciones
MHD linealizadas por beltramizacién y alineamiento.

Finalmente, mostramos un grafico de un campo magnéti-
co en el estado estacionario de Alfvén puro, en la Fig. 5.
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