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VACIADO POR GRAVEDAD DE UN TANQUE ESFEROIDAL ABIERTO
GRAVITY DRAINAGE OF AN OPEN SPHEROIDAL TANK
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En este trabajo se simula el vaciado por gravedad de un tanque esferoidal abierto. Se introduce un pardmetro adimen-
sional A que altera la geometria del tanque, pero no su volumen, generando variantes esferoidales prolata, esférica y
oblata. Las aberturas del tanque resultan de cortar su superficie con dos planos simétricos, préximos a los extremos,
sin afectar significativamente su capacidad. A partir de los principios de la hidrodindmica, se desarrollan dos modelos:
uno numérico general y otro analitico aproximado basado en el teorema de Torricelli para el andlisis del proceso de
vaciado en funcién de la geometria y el tiempo. Ambos modelos se implementan mediante un cédigo en Python 3.13.
Los resultados muestran una excelente concordancia entre ambos enfoques para un rango especifico de A, aunque el
modelo analitico pierde validez cerca de un umbral critico. Bajo condiciones de igualdad entre volumen y abertura de
descarga, el tanque prolato se vacia mds rapido a pesar de un mayor nivel inicial de fluido, mientras que el oblato,
con menor altura inicial, presenta un vaciado més lento. Estos resultados pueden ser de particular interés en ingenieria
hidraulica y de procesos para el control de almacenamiento y distribucién de liquidos. La implementacién en Python
3.13 ofrece un recurso didactico de libre acceso, completamente reproducible y aplicable en un aula.

Palabras Clave: tanque esferoidal, vaciado por gravedad, teorema de Torricelli, simulacion en Python.

This study simulates the gravity-driven drainage of an open spheroidal tank. A dimensionless parameter A is introdu-
ced that alters the geometry of the tank but not its volume, generating prolate, spherical, and oblate spheroidal variants.
The openings in the tank are obtained by cutting its surface with two symmetrical planes, close to the ends, without
significantly affecting its capacity. Based on the principles of hydrodynamics, two models are developed: a general
numerical model and an approximate analytical model based on Torricelli’s theorem for analyzing the drainage process
as a function of geometry and time. Both models are implemented using Python 3.13 code. The results show excellent
agreement between the two approaches for a specific range of A, although the analytical model loses validity near a
critical threshold. Under conditions of equal volume and discharge opening, the prolate tank drains faster despite a
higher initial fluid level, while the oblate tank, with a lower initial height, drains more slowly. These results may be
of particular interest in hydraulic and process engineering for the control of liquid storage and distribution. The imple-
mentation in Python 3.13 provides an open-access, fully reproducible, and classroom-applicable educational resource.
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I. INTRODUCCION

Un tanque abierto es un dep6sito de gran tamafio, comuin-
mente utilizado para almacenar liquidos, cuya parte supe-
rior tiene una entrada abierta a la atmésfera [1]. Su capaci-
dad de almacenamiento y distribucién de liquidos los hace
indispensables en la industria, el transporte e incluso en los
hogares.

En hidrodindmica, el vaciado por gravedad de un tanque
abierto consiste en el aprovechamiento de la energia poten-
cial gravitatoria para movilizar el fluido hacia el exterior, sin
necesidad de mecanismos de bombeo [2]. La geometria del
tanque desempefia un papel crucial en este proceso, ya que
influye directamente en la variacién del caudal a lo largo
del tiempo. Por esta razon, el andlisis riguroso del vaciado
requiere la aplicacién de principios fisicos fundamentales,
conceptos energéticos y herramientas matemadticas que per-
mitan modelar con precision el comportamiento del flujo.
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Trabajos recientes se han enfocado en la optimizacién del
vaciado por gravedad en tanques, especialmente en aplica-
ciones agricolas donde la sedimentacién y distribucién del
fluido dependen del disefio eficiente del sistema [3]. En par-
ticular, se ha evaluado el rendimiento de tanques de sedi-
mentacion inclinados, evidenciando cémo la geometria y la
pendiente influyen directamente en la eficiencia de descar-
ga. Por otro lado, Tetyuev y Silaev [4] analizaron el com-
portamiento del fluido en las proximidades del orificio de
vaciado en configuraciones con flujos bifasicos, identifican-
do patrones de inestabilidad asociados a geometrias curvas.
Estos estudios resaltan la importancia de considerar las pro-
piedades geométricas del recipiente para predecir con pre-
cisién la dindmica de vaciado.

Tradicionalmente, el vaciado de tanques abiertos se ha
abordado considerando geometrias simples como cilindri-
cas y cubicas, que tienen la particularidad de presentar un
area transversal constante [1, 2, 5-7]. También se han ana-
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lizado geometrias mas complejas como conos y esferas, ca-
racterizadas por tener secciones transversales variables [5,
8-10]. En estos escenarios, se han obtenido soluciones exac-
tas para el tiempo de vaciado y para la evolucién del nivel
del fluido en funcidén del tiempo, bajo condiciones estacio-
narias utilizando el teorema de Torricelli. En cada una de
las geometrias mencionadas, los pardmetros como el radio
o la altura modifican las dimensiones del tanque, mas no su
forma geométrica. Este hecho constituye la motivacién del
presente trabajo: estudiar un modelo en el cual se mantiene
constante el volumen del tanque, pero se altera su geometria
mediante un pardmetro que modifica su forma sin cambiar
su capacidad.

En particular, se aborda el vaciado de un tanque esferoi-
dal abierto, una geometria derivada de una elipse de revo-
lucién [11]. Se introduce un pardmetro geométrico adimen-
sional A que modifica la forma del esferoide sin alterar su
volumen, pudiendo adoptar formas prolata, esférica u obla-
ta [12]. La abertura superior y el orificio de descarga resul-
tan de cortar al esferoide con dos planos simétricos, proxi-
mos a los extremos, de modo que la fraccién de volumen
excluido sea despreciable.

Utilizando la ecuacidn de caudal, la ecuacién de Bernou-
Ili y la ecuacién de continuidad, se deduce un modelo ge-
neral y un modelo aproximado basado en el teorema de To-
rricelli. Dado que el modelo general no es trivial, se aborda
mediante técnicas numéricas, mientras que el modelo apro-
ximado, por tener una estructura mas simple, se resuelve
por métodos analiticos. Para simular el proceso de vacia-
do de ambos modelos se implementa un cédigo en Python
3.13.

Los resultados muestran una gran concordancia entre am-
bos modelos para un determinado rango de valores de A. Sin
embargo, para valores de A préximos a un umbral critico,
el modelo analitico pierde validez. Por otro lado, se conclu-
ye que, bajo condiciones de igualdad de volumen y tamafio
de orificios, en una hipotética carrera de vaciado, el tanque
prolato se vaciaria primero, a pesar de tener un nivel inicial
de fluido mayor que los tanques esférico y oblato. En cam-
bio, el tanque oblato, que comienza con un nivel menor de
liquido, serfa el dltimo en vaciarse.

La simulacién presentada constituye una herramienta di-
déictica que puede integrarse directamente en el aula gra-
cias a la accesibilidad que ofrece Python 3.13. El abordaje
del disefio de un sistema en ingenieria, como el de un tan-
que abierto, involucra modelado matematico, aplicacién de
principios fisicos e implementacién de métodos numéricos
con herramientas computacionales. Este tipo de caso esti-
mula en los estudiantes el desarrollo de habilidades para
resolver problemas que todo ingeniero o cientifico en for-
macién debe cultivar. En cuanto a aplicaciones, los resulta-
dos pueden tener implicaciones en ingenieria hidrdulica y
de procesos para el control de almacenamiento y distribu-
cién de liquidos.

II. TANQUE ESFEROIDAL ABIERTO

Un esferoide es una superficie generada al rotar una elip-
se, con semiejes a y b, alrededor de uno de sus ejes de sime-
tria [13, 14]. En este contexto, se ha considerado un tanque
de geometria esferoidal de altura 26 y ancho méximo 2a,

centrado en el punto (0,0,b), tal y como se ilustra en la
Fig. 1. La superficie del tanque estd definida por la Ec. (1):

2 2 2
x>y (z=b)
y su volumen por la Ec. (2):
4
V’::gnbaz. )
Z

x
FIG. 1: Esferoide generado por la revolucion de una elipse.

La geometria del tanque y su volumen dependen direc-
tamente de los valores de a y b. Supdngase ahora que el
semieje horizontal puede expresarse como a = Ab, donde
A es un pardmetro adimensional, y que el volumen del tan-
que se mantiene constante. Para simplificar el andlisis, se
impone la condicién en unidades de longitud L:

3V

ath ="

4r

Bajo esta restriccion, se satisfacen las siguientes relacio-

nes:

=1L

a=A"PL; b=27PL. 3)

Sustituyendo la Ec. (3) en la Ec. (1), se obtiene una forma
generalizada de la superficie del tanque:

x2 y2

(c—223)’
PR

143 I

4)

Esta ecuacion representa una familia de esferoides de vo-
lumen constante, cuya geometria relativa estd determinada
por el valor de A [12]:

= Si A < 1, el esferoide es prolato (més alargado en el
eje vertical).

= Si A > 1, el esferoide es oblato (mds alargado en el eje
horizontal).

= Si A =1, se obtiene una esfera perfecta.
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La Fig. 2 muestra representaciones graficas de tanques
esferoidales para A = 0.5, 1.0 y 1.5, generadas con el soft-
ware Python 3.13, de acuerdo con la Ec. (4).

A=0.5

A=1.0
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FIG. 2: Tanques esferoidales: prolato (A =0.5), esférico (A =1.0)
y oblato (A = 1.5).

Cada uno de los tanques presentados corresponde a un
casquete cerrado. La Fig. 3 ilustra cémo, al cortar el esfe-
roide con dos planos simétricos perpendiculares al eje z, se
obtiene un tanque abierto con dos orificios circulares de dia-
metro ¢ en sus extremos verticales. La apertura se genera
al remover las tapas superior e inferior del s6lido hueco.

Tanque abierto

|

Y

Tanque cerrado

=
t

Tapa superior

Tapa inferior

l— o=l

FIG. 3: Diseiio de un tanque esferoidal abierto de didmetro .

La ubicacién de los planos de corte que generan orificios
circulares de didmetro ¢ se determina evaluando la Ec. (4)
en el punto (0, %,2):

Loy (= A2 _
22/3\2 ) A-4/3
Resolviendo para z, se obtiene:

2y VAR g2

7 ®)

=

La fraccién F(z) del volumen excluido se obtiene me-
diante el método de los discos alrededor del eje z [13, 14]:
27 Jy' [R(2) dz

e Rera:

(6)

donde zy es la posicién del plano inferior dada por la se-
gunda solucidén de la Ec. (5). La integral en el numerador
representa el volumen de las tapas, mientras que el deno-
minador representa el volumen total del esferoide cerrado.
El término [R(z)]? es el cuadrado del radio de giro de la
seccion transversal del tanque, dado por:

7172/3 2
m@P=ﬂ“1—<flM;> .o

obtenido al despejar y = R(z) en la Ec. (4), evaluada en el
punto (0,y,z). Al integrar la Ec. (6), se obtiene:

3;\{4/3

1 1 2
A 2/3 _ 2
2 (12/3 VA (p)
_1 2 L_i 2/3 _ 2 ’
5 </12/3 2/1\/4/1 2] . ®)

Obsérvese que el valor de ¢ debe satisfacer la condicién
@ < 2A'/3 = 24, esto es, el valor elegido de ¢ debe ser
menor que el ancho maximo del tanque. Cuando la razén
(p/Zﬂ»'/3 < 1, los planos de corte se ubican muy cerca de
los extremos del esferoide y la fraccién de volumen exclui-
do es despreciable.

Por ejemplo, en unidades del sistema internacional, cada
tanque de la Fig. 2 tendria una capacidad de (4/3)r m? ~
4189 L. Si se perfora un agujero de 5 cm = 0.05 m (2 in) en
cada uno, de la Ec. (8) se obtiene que la fraccion de volumen
excluida es aproximadamente:

F(z)

= Para A = 0.5, tanque prolato: 3.69 x 107> %.
= Para A = 1.0, tanque esférico: 1.47 x 1079 %.

= Para A = 1.5, tanque oblato: 8.53 x 1070 %.

Estas fracciones de volumen son muy pequefias y no re-
presentan una pérdida significativa en la capacidad del tan-
que. Por lo tanto, si ¢ /24 1/3 <« 1, se obtiene una familia de
tanques esferoidales abiertos de igual volumen y con orifi-
cios del mismo tamafio. En efecto, el pardmetro geométrico
que controla el disefio del tanque abierto es A.

III. HIDRODINAMICA EN EL DRENADO DE UN

TANQUE ESFEROIDAL ABIERTO

En este trabajo se estudia la hidrodindmica del vacia-
do del tanque esferoidal abierto descrito anteriormente. La
Fig. 4 ilustra el sistema de interés: un tanque esferoidal cen-
trado en el eje vertical, parcialmente lleno de fluido.

El orificio superior estd acoplado a una védlvula de venteo
que permite que la superficie libre del fluido, representada
por el punto 1, permanezca expuesta a la presién atmosfé-
rica. El orificio inferior se encuentra afilado en su borde y
expuesto a la presion atmosférica en el punto 2; a través de
él se produce la descarga del fluido hacia el exterior.

Durante el proceso de drenado, se asumen los siguientes
supuestos fisicos:

= El fluido es newtoniano, incompresible y presenta flujo
laminar en el interior del tanque.
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FIG. 4: Geometria del drenado de un tanque esferoidal.

= FEl flujo estd impulsado tnicamente por la energia po-
tencial gravitatoria; no existen dispositivos mecdnicos
que afiadan o extraigan energia del sistema.

= No se considera transferencia de calor con el entorno.

= Se desprecia la friccién tanto en las paredes como en
el orificio de salida del tanque.

= Se incluye el efecto de vena contracta, un fenémeno
que se produce justo fuera del orificio de salida debido
a la incapacidad del fluido para girar abruptamente al
atravesarlo [2], considerando un coeficiente corrector
k propio de orificios circulares de borde afilado [1].

Inicialmente, en el instante r = 0, el tanque estd comple-
tamente lleno y el orificio se encuentra sellado con un tap6n.
Para ¢ > 0, al retirar el tapon, el fluido comienza a drenar-
se, lo cual genera una disminucién progresiva del nivel de
liquido.

Sea V (¢) el volumen del fluido en el tanque en el instante
t. La variacién de volumen estd gobernada por la ecuacién
del caudal [1, 15]:

%/ = —Ay, ©)
donde A5 es el 4rea del orificio de salida (m?) y v, la velo-
cidad del chorro al salir del tanque (m/s). El signo negativo
indica que el volumen disminuye con el tiempo.

Se define como variable de estudio el nivel del fluido z(z),
medido desde la base del tanque hasta la superficie libre.
Bajo los supuestos fisicos considerados anteriormente, es

posible aplicar la ecuacién de Bernoulli:

2
vi P V5
—tuat+-—=—+n+"= (10)
Y 2 v 2
y la ecuacién de continuidad:
ViA1 = vAj. (11)
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Como los puntos 1 y 2 estdn expuestos a la atmésfera, las
cargas de presién P/y se cancelan. Se toma z, = 0 como
nivel de referencia y z; = z(¢) como el nivel del fluido. El
area de la superficie libre A, dependiente de z, es mayor o
igual que el drea del orificio A, por lo que se cumple que
v <.

Al resolver las Ecs. (10) y (11) para v,, se obtiene la ve-
locidad del chorro:

2gz
1= (A2/A1)*

Por otra parte, el volumen diferencial dV se expresa como
el producto del 4rea transversal A;(z) por un elemento de
altura dz:

vy = 12)

dV = A (2)dz. (13)

Aplicando la regla de la cadena dV /dt = (dV /dz)(dz/dt)
y sustituyendo las Ecs. (12) y (13) en (9), se obtiene:

2gz

=P T e

- (14)

donde g = 9.8 m/s? es la aceleracién de la gravedad y
B(z) = Aa/A| representa la razén entre el drea del orificio
de salida y el 4rea de la superficie libre.

Para determinar la dependencia de 8 con la altura, se
aprovecha la simetria circular del tanque. La seccién trans-

versal a una altura z forma discos de radio variable a’(z). Al
evaluar la Ec. (4) en el punto (¢',0,z), se obtiene:

a/2 (2—172/3)2
22/3 + A—4/3

Resolviendo para /> y multiplicando por 7, se obtiene el
area transversal:

2
_172/3
7'[6/2:7[12/3 1— <Zl_4/%> 3 (15)

=1

que al simplificar conduce a:

Ay (z) = 2mzAY3 — w22, (16)
Por su parte, el area efectiva de descarga del orificio cir-
cular de salida estd dada por:

Ay = %kmpz (17)
siendo @ el didmetro del orificio (m) y k = 0.6 el coefi-
ciente de descarga tipico para orificios circulares de borde
afilado [16]. Dicho coeficiente incorpora, de forma aproxi-
mada, el efecto de la contraccion del chorro o vena con-
tracta, asi como pérdidas locales asociadas a la salida del
fluido [17]. Al despreciar la friccién en el drenado, k refle-
ja principalmente el efecto geométrico de la vena contracta.
En consecuencia, el drea efectiva de descarga resulta menor
que el drea geométrica del orificio, lo cual aproxima mejor
el comportamiento fisico del vaciado.

Al dividir las expresiones (16) y (17), se obtiene la razén

40



de areas: )
ke

bO = sy
Dado que la Ec. (5) proporciona las alturas en las cuales
el area de la seccion transversal del fluido coincide con el
area de los orificios circulares, se identifican estos niveles
como el nivel inicial y final del fluido durante el proceso de
vaciado.

(18)

Separando variables en la Ec. (14), y tomando como li-
mites de integracion para z las alturas proporcionadas por la
Ec. (5), se obtiene el tiempo total de vaciado #,:

tv:/

Una vez obtenido #,, se plantea el siguiente problema de
valor inicial para describir la evolucién del nivel del fluido
durante el vaciado:

1—
2gz

19)

dz__ 2gz
a = PN e
Z(O):A_2/3+7W, €[0,1)]. (20)

Tanto esta ecuacion como la integral definida en la Ec. (19)
no admiten solucién analitica exacta. Por lo tanto, su resolu-
cién debe abordarse de forma numérica para valores dados
deldyo.

De esta manera, el modelo permite analizar el efecto del
parametro geométrico A sobre la geometria del sistema y
su comportamiento hidrodindmico, en una familia de tan-
ques esferoidales abiertos de igual volumen y con orificios
circulares simétricos en sus extremos.

IV. UNA SOLUCION ANALITICA APROXIMADA:
TEOREMA DE TORRICELLI

La complejidad analitica del modelo descrito en la sec-
cién anterior radica en la presencia del término 1 — 32 en el
radical de las Ecs. (19) y (20). Este término introduce una
dependencia no lineal respecto a la altura z, a través de la
funcién f(z) definida en la Ec. (18).

Excepto en los extremos del tanque, a lo largo de casi
todo el dominio de z, se cumple que 8 < 1, ya que el drea
de la superficie libre es mayor que la del orificio de salida.
Como el término B2 involucra el cuadrado de una cantidad
pequefia, su valor resulta ain menor. En efecto, para valo-
res pequefios de 3, el término 1 — B2 ~ 1, con lo cual la
ecuacion diferencial (14) se simplifica como:

% VI

En esta ecuacion, 1/2gz es la velocidad del chorro, equi-
valente a la que adquiriria un cuerpo en caida libre desde
una altura z. Esta expresion, conocida en la literatura como
el teorema de Torricelli [10, 15, 18, 19], es ampliamente
utilizada para modelar el vaciado de tanques abiertos a la
atmosfera cuando la razén de dreas es muy pequeia [18].

La validez de esta aproximacidn estd condicionada por la

ey

geometria del sistema: un orificio de salida pequefio, carac-
terizado por un didmetro ¢ reducido, y un tanque suficien-
temente ancho, determinado por el pardmetro A, de modo
que se garantice que 3(z) < 1 a lo largo del drenado. Des-
de el punto de vista fisico, esta condicién equivale a exigir
que el area del orificio de descarga sea mucho menor que
el drea transversal del tanque, es decir, A, < A1(z), 0 equi-
valentemente (z) = A2/A1(z) < 1. Bajo este régimen, la
velocidad de descenso de la superficie libre es desprecia-
ble frente a la velocidad de salida del chorro, por lo que el
término B2 puede omitirse sin introducir errores significa-
tivos. Por esta razdn, la aproximacién de Torricelli resulta
adecuada para orificios pequefios y para regiones del drena-
do en las que la seccidn transversal del tanque permanece
considerablemente mayor que la abertura de descarga.

En cuanto a la condicién inicial, debido a la proximidad
de los orificios a los extremos del eje vertical del tanque, el
nivel inicial del fluido puede aproximarse a la altura total
del esferoide sin perforaciones, es decir, 2b = 242/ 3 de
acuerdo con la geometria mostrada en la Fig. 1. Al fijar esta
condicién en la Ec. (22), se obtiene el siguiente problema
de valor inicial:

%~ pVIE (0)=

Al sustituir B(z) dada por la Ec. (18) en el problema de
valor inicial (22), se obtiene una ecuacién diferencial sepa-
rable e integrable. Su solucién particular conduce a la si-
guiente expresion implicita que describe el nivel del fluido
z como funcién del tiempo ¢:

22723, (22)

15k
(104723 —32)\/23 = 82075/ — - "’ V21, (23)
Evaluando esta ecuacién en z = 0 y resolviendo para ¢, se
obtiene el tiempo de vaciado del tanque:

641173
= 15k@2,/3"
Esta expresion muestra que el tiempo de vaciado es direc-
tamente proporcional a 1'/3 e inversamente proporcional al
cuadrado del didmetro del orificio ¢. En consecuencia, un
tanque mds ancho drena mas lento y un orificio mas grande
acelera el vaciado.
A continuacién, se comparan los resultados obtenidos
con el modelo analitico aproximado y los del modelo nu-
mérico general.

V. RESULTADOS

Se implement6 un c6digo en Python 3.13 para llevar a
cabo el analisis numérico y analitico del vaciado del tanque
esferoidal abierto con capacidad de (4/3)7 m® ~ 4189 L.
La Fig. 5 muestra el codigo utilizado para simular el pro-
ceso considerando un orificio de descarga de didmetro ¢ =
5 cm = 0.05 m (aproximadamente 2 in.), una aceleracién
gravitacional g = 9.8 m/s? y un coeficiente de descarga
k=0.6.

La Tabla 1 presenta los resultados del tiempo de vaciado
obtenido para los tres tipos de tanques esferoidales repre-
sentados en la Fig. 2, tanto con el modelo numérico como

(24)
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Cadigo de Ejecucion en Python 3.13

import numpy as np
from scipy.integrate import quad, solve_ivp
import matplotlib.pyplot as plt

# 1. Parametros
phi, g, k, lam = 0.05, 9.8, 0.6, 1.5

# 2. Limites de integracion
20 = lam**(-2/3) + np.sqrt(4*lam**(2/3) - phi**2)/(2*lam)
zf = lam**(-2/3) - np.sqrt(4*lam**(2/3) - phi**2)/(2*lam)

# 3. Razon de areas
def beta(z):
return (k*phi**2)/(4*z*(2*lam**(4/3) - z*lam**2))

# 4. Tiempo de vaciado (numérico)
def integrand(z):

b = beta(z)

return 0 if b <= 0 or b >= 1 else (1/b)*np.sqrt((1-b**2)/(2*g*z))
t_v_num, _ = quad(integrand, zf, z0, limit=200)

#5. Nivel de fluido z(t)
def dz_dt(t, z):

b = beta(z[0])

return [0] if b <= 0 or b >= 1 else [-b*np.sqrt((2*g*z[0])/(1-
b**2))]
sol = solve_ivp(dz_dt, [0, t_v_num], [z0], method='RK45',
max_step=t_v_num/1000)

# 6. Solucion analitica (Torricelli)

t_v_ana = (64*lam**(1/3))/(15*k*phi**2*np.sqrt(g))

T, Z = np.meshgrid(np.linspace(0, t_v_ana, 300), np.linspace(0,
2*lam**(-2/3), 300))

F = (10*lam**(-2/3) - 3*Z)*np.sqrt(Z**3) - (8*np.sqrt(2)*lam**(-
5/3) - (15/8)*(k*phi**2/lam**2)*np.sqrt(2*g)*T)

#7. Grafica combinada

plt.figure(figsize=(7,5))

plt.contour(T, Z, F, levels=[0], colors="r', linewidths=3)
plt.plot(sol.t[::40], sol.y[0][::40], o', color="k', markersize=4)
plt.xlabel("Tiempo (s)", fontsize=11, fontweight="bold')
plt.ylabel("Nivel de fluido z(t) (m)", fontsize=11, fontweight="bold')
plt.grid(True, linestyle='--', alpha=0.6)

plt.legend( [plt.Line2D([], [], color="k', marker='0', lw=0,
markersize=6), plt.Line2D([], [], color="r', lw=3)], [f"Numérica
t_v={t_v_num:.3f} s", f"Analitica (Torricelli) t_v={t_v_ana:.3f}s"],
loc="best", fontsize=9)

plt.tight_layout()

plt.show()

input("\nPresiona Enter para salir...")

FIG. 5: Codigo implementado en Python 3.13 para el andlisis
numérico y analitico del vaciado del tanque esferoidal abierto.
En el cddigo, las variables griegas se representan como A (lam),

B (veta(z))y ¢ (ph3).

con la solucién analitica aproximada basada en el teorema
de Torricelli.

Los resultados de la Tabla 1 muestran una excelente con-
cordancia entre los tiempos de vaciado obtenidos mediante
el modelo numérico (Ec. 19) y la solucién analitica aproxi-
mada basada en el teorema de Torricelli (Ec. 24). Las dife-
rencias son del orden de milisegundos, lo cual confirma la
validez y precision de la aproximacién en el rango de para-
metros considerados.

En cuanto al efecto del pardmetro geométrico A, se ob-
serva que el tiempo de vaciado aumenta con el valor de A.
Este comportamiento es coherente con la expresion analiti-
ca, donde t, < A /3 En términos geométricos, esto significa
que un tanque mas ancho (oblato) presenta un vaciado mas
lento, mientras que un tanque mas alargado en el eje ver-
tical (prolato) vacia mds rdpidamente, bajo condiciones de
volumen y orificio constantes.

Desde un enfoque intuitivo, si se iniciara una carrera de

TABLA 1: Tiempo de vaciado de tanques esferoidales con capaci-
dad de 4189 L y orificio de descarga de 0.05 m de didmetro.

Tanque | A t,(s) £,(s)
Numérico | Analitico
Prolato | 0.50 721.164 721.176
Esférico | 1.00 908.617 908.624
Oblato 1.50 | 1040.110 1040.115

vaciado tomando como instante inicial # = 0, el tanque pro-
lato ganaria la carrera, a pesar de tener un nivel inicial de
fluido mayor. El tanque esférico terminaria en segundo lu-
gar y el tanque oblato finalizaria de tltimo, a pesar de tener
el menor nivel inicial de fluido. A primera vista, podria pa-
recer que los tanques oblato y esférico tienen ventaja por
comenzar con una menor altura de fluido; sin embargo, su
mayor ancho implica una mayor seccidn transversal, lo que
reduce la velocidad del vaciado y los coloca en desventaja
frente al tanque prolato.

La Fig. 6 confirma visualmente estos resultados. Las cur-
vas que representan la evolucién del nivel del fluido en el
tiempo para ambos modelos se superponen practicamente
por completo en los tres casos, reforzando la consistencia
entre el modelo numérico y la aproximacion de Torricelli,
incluso cerca de los extremos del tanque, donde la razén de
dreas varia mas significativamente.

e Prolato (A=0.5)
Esfera (A=1.0)

e Oblato (A=1.5)

= Solucién Numérica

3.0 1

2.5

2.0 1

1.5 .

1.0 ® e

Nivel de fluido z(t) (m)
L]

0.51

0 260 460 660 860
Tiempo (s)

FIG. 6: Nivel de fluido en funcion del tiempo para tanques esfe-

roidales de capacidad de 4189 L y orificio circular de didmetro

0.05 m.

Para fines de comparacién entre los modelos numérico
y analitico, se ha considerado que la razén ([)/2).'/3 <1
garantiza igualdad de volumen y tamafio del orificio entre
los tanques durante el proceso de vaciado, mientras que la
condicién B < 1 asegura la validez de la aproximaci6n basa-
da en Torricelli. Sin embargo, resulta importante reflexionar
bajo qué valores de A estas condiciones se ven comprome-
tidas y cudl modelo resulta més adecuado en cada caso.

Fijado un didmetro pequefio, si A disminuye significati-
vamente, los valores de zg y zy se incrementan, provocando
una exclusion de volumen cada vez mayor, lo cual rompe
la condicién de volumen constante entre los tanques. En el
caso limite, cuando A = @3 /8 [L3], el radical de la Ec. (5)
se anula y la posicién de los planos coincide con el centro
del tanque (z9 = zy = A2 3). En este escenario extremo,
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el orificio cortarfa exactamente a la mitad del esferoide, re-
sultando imposible colocar los agujeros en el tanque. Para
valores de A ligeramente superiores a este umbral, el tan-
que se comporta como un prolato extremo: muy estrecho y
alargado, con una razén de dreas 3 cercana a la unidad que
limita la aplicabilidad del modelo analitico por Torricelli.

Este comportamiento puede observarse en la Fig. 7, que
muestra la evolucidn del nivel de fluido en funcién del tiem-
po para A = ¢3/4 m—3 con @ = 0.05 m. En este escena-
rio, las curvas ya no se superponen: la solucién numérica
mantiene el perfil observado en la Fig. 6, mientras que la
curva analitica presenta una desviacion significativa, espe-
cialmente hacia los extremos. Para fines comparativos, la
solucion analitica se deriva de la ecuacién diferencial (21)
con la condicién inicial dada por la Ec. (5), implementada
en Python 3.13.

1600

e Numérica t_v=19.073 s
= Analitica t_v=21.229s

1400 A

1200 A

1000 -

Nivel de fluido z(t) (m)
=3
o

600 -

400 -

T T T T T T T T
2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

Tiempo (s)
FIG. 7: Nivel de fluido en funcion del tiempo: comparacion de mo-
delos numérico y analitico para A = @3 /4 m™3 con ¢ = 0.05 m.

Por el contrario, al aumentar A considerablemente mds
alla del valor critico, el volumen excluido al remover las
tapas tiende a cero, dado que la forma del tanque se aplana
en los extremos, incrementando su ancho. En estos casos, la
razén B < 1y el modelo analitico basado en Torricelli ofre-
ce resultados muy precisos. Esta situacion es especialmente
favorable en tanques esféricos, oblatos, oblatos extremos e
inclusive prolatos con A cercanos a la unidad.

Finalmente, cabe resaltar que la hip6tesis de flujo laminar
en el interior del tanque puede evaluarse mediante el niime-
ro de Reynolds, parametro adimensional asociado al movi-
miento del fluido y a sus propiedades fisicas como la vis-
cosidad. En principio, este criterio permitiria establecer un
limite para la velocidad caracteristica maxima del fluido y,
por tanto, para las dimensiones del tanque en las cuales las
ecuaciones obtenidas conservan su aplicabilidad fisica. Sin
embargo, dado que el modelo adoptado corresponde a una
idealizacién hidrodindmica basada en la ecuacién de Ber-
noulli y el teorema de Torricelli, las pérdidas por friccién no
se incorporan explicitamente. En este marco, las propieda-
des fisicas del fluido, como la densidad o la viscosidad, no
intervienen en las expresiones de los perfiles ni del tiempo
de vaciado, quedando el comportamiento del sistema deter-
minado principalmente por los pardmetros geométricos del
tanque esferoidal abierto.

VI. CONCLUSIONES

En este trabajo se presenta un modelo para el vaciado
por gravedad de un tanque esferoidal abierto que permite
modificar la geometria manteniendo el volumen constante.
Se evidencia cémo la geometria no solo altera la forma del
tanque y la ubicacion de las aberturas segtin su tamafio, sino
que influye directamente en la hidrodindmica del proceso de
vaciado.

En un hipotético escenario de disefio de un tanque esfe-
roidal abierto de capacidad fija, las variaciones en la seccién
transversal del tanque pueden acelerar o retardar significati-
vamente el tiempo de vaciado, constituyendo un mecanismo
de control til en aplicaciones de ingenieria hidrdulica y de
procesos. En términos practicos, la aproximacién de Torri-
celli ofrece resultados satisfactorios, considerando que tan-
ques extremadamente altos presentarian limitaciones técni-
cas y econdmicas en su construccion.

El uso de Python 3.13 demostré ser una herramienta ver-
satil y eficiente para abordar tanto los calculos numéricos
como analiticos. El c6digo desarrollado constituye un re-
curso pedagégico valioso en la ensefianza de mecdnica de
fluidos, matemadticas aplicadas y fisica en programas de in-
genieria, ofreciendo una perspectiva mas detallada y pro-
funda de la hidrodindmica del vaciado y del disefio de tan-
ques.

Este estudio abre la posibilidad de investigaciones futuras
orientadas al desarrollo de animaciones dindmicas que per-
mitan visualizar el proceso de vaciado de manera m4s intui-
tiva. Adicionalmente, se propone explorar otras geometrias
cuya relacion entre drea transversal y altura permita optimi-
zar el tiempo de vaciado segln los requerimientos especi-
ficos de la aplicacién. Finalmente, seria de interés analizar
bajo qué régimen el pardmetro A puede modificar significa-
tivamente el coeficiente corrector k de la vena contracta.
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