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DETERMINACION DE LAS ESCALAS ESPACIALES EN IMAGENES
OBTENIDAS EN EXPERIMENTOS DE LABORATORIO
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Para obtener informacion cuantitativa de las imagenes adquiridas en los experimentos de laboratorio realizados por
alumnos de las carreras de fisica e ingenieria, es necesario establecer la escala espacial en las imagenes a partir del
conocimiento de la posicién de puntos en una imagen de referencia. En este trabajo revemos los principales métodos
para determinar tales escalas en dos dimensiones y comparamos los errores correspondientes con el objeto de
establecer criterios practicos que ayuden a su eleccion. Mostramos que algunas distorsiones usuales en las imagenes
obtenidas en el laboratorio necesitan transformaciones mas complejas, aunque en algunos casos los métodos sencillos
pueden funcionar adecuadamente.

In order to obtain quantitative information from images acquired in laboratory experiments performed by students of
Physics and Engineering, it is necessary to establish the space scale in the images from the knowledge of the position
of points in a reference image. In this work we review the main methods to determine such two-dimensional scales
and compare the corresponding errors in order to give practical criteria to select them. We show that usual distortions
in the images obtained in the laboratory need more complex transformations, although simple methods can work

suitably in some cases.

1 INTRODUCCION

Para analizar un dado fenémeno fisico modelado en
el laboratorio, es comin emplear imagenes registradas
durante las experiencias a las cuales es necesario asociar
un sistema de coordenadas de referencia para obtener
informacion cuantitativa ">, El proceso de asociacion
de coordenadas a una imagen esta bien desarrollado en
complejos programas de Sistemas de Informacion
Geografica (GIS) como Arcwiew ), empleados para la
gestion y representacion de informacién enlazada
geograficamente. En la bibliografia relacionada con el
procesamiento de imagenes también se describen las
transformaciones geométricas que muestran grandes
distorsiones estereoscopicas, pero no se suelen tratar los
errores asociados a las pequefias deformaciones .

Por otra parte, en las experiencias de laboratorio los
alumnos tienden a elegir (racional o intuitivamente) la
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Fig. 1: Imagen y puntos de referencia para establecer el
sistema de coordenadas
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disposicion de la camara para obtener las imagenes con
la minima distorsion posible. Luego eventualmente
surge la discusion sobre si se deben tomar en cuenta las
pequeiias distorsiones residuales por medio de alguna
transformacion ~ geométrica, normalmente  una
transformacion afin o bilineal de seis parametros ®. En
esta instancia se hallan las coordenadas por medio de
tres puntos o se programan directamente las
transformaciones aceptando los resultados sin un
razonamiento critico. En ambos casos se pierde parte del
conocimiento del proceso de asignacion de la escala
incluyendo la estimacion de los errores.

En este trabajo, dirigido a los alumnos que cursan
materias de Fisica e Ingenieria en las que es necesario
extraer informacion cuantitativa de imagenes procesadas
digitalmente, comparamos algunos métodos elementales
utiles para transformar las coordenadas en las imagenes
a las coordenadas de laboratorio para algunos casos
tipicos, de modo de ilustrar en forma sencilla las
diferencias y los errores asociados cuando hay pequenas
distorsiones. Nuestro objetivo es entonces el de proveer
un criterio practico para seleccionar el método mas
apropiado de asignacion de coordenadas. También
resulta de interés la aplicacion de calculos estadisticos
en este proceso, cuyas herramientas conceptuales suelen
aprenderse en materias independientes e involucran la
correlacion lineal entre dos variables tinicamente.

2 ESCALA A PARTIR DE TRES PUNTOS

Este método clasico nos brinda una solucion sencilla
del problema planteado. Se trata de establecer las
coordenadas en el sistema de representacion que
estemos utilizando, el que generalmente es el sistema de
coordenadas cartesianas ortogonales. Es decir, la
posicion (P,Q) de un pixel en una imagen debe
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convertirse o transformarse en las coordenadas (x,y) en
el sistema de referencia de laboratorio.

Quizas la forma intuitiva de asociar las escalas a una
imagen sea considerando tres puntos (P;,Q;), (P, Q»),
(P;3,Q3) (circulos rellenos en la Fig. 1) que presentan
diferencias importantes en las coordenadas horizontal y
vertical. En este caso se elige, o supone, que P;=P; y
0,=0,, y por ende x;=x; € y;=y, , obteniéndose el resto
de las coordenadas por medio de una transformacion
lineal, es decir, por la "regla de tres simple" elemental.

En este caso, dadas las coordenadas de tres puntos
(x,y1) (x2y2) (x3y3), colineales de a pares (x;=x;,
v1=y,), las coordenadas (x,y) de un punto cualquiera
(P,Q) de la imagen se calcula directamente por

P-P

xzipz_;)](xz—x])+x1 (1)
0-9,

=E272 (o p )y, @

y Q3—Q1(y3 yi)+ v

Aqui y; y x3 no se usan puesto que son redundantes
por la hipotesis asumida inicialmente. Asi, el método
puede aplicarse ingresando sdélo dos puntos, los cuales
deben tener ambas coordenadas diferentes. Por ejemplo,
los puntos (P1,Q;) y (P*,,Q’,) (simbolo abierto en Fig. 1)
serian adecuados. Entonces, las Ecs. (1) y (2) deben
cambiarse por

x:ﬂ(x' —X )+x 3)
P,-P 27X I
0-0; (.,
y=—— ()’2_)’1)"‘)’1 “4)
Q 2 _QI
3 APROXIMACION LINEAL DE MEJOR AJUSTE
A MAS DE TRES PUNTOS

3a Generalidades

El método anterior, si bien es muy sencillo, se basa
en un numero reducido de puntos y el error en las
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Fig. 2: Relacion entre la coordenada horizontal (x) y la
columna de la imagen P. Los puntos indican las
asignaciones de diferentes pixeles de la imagen y la linea de
trazo continuo es la recta de mejor ajuste.
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escalas resultantes depende criticamente del error
introducido por los valores de las coordenadas. Una
forma de compensar los probables errores en la
asignacion de las coordenadas a los puntos conocidos
consiste, entonces, en considerar un nimero mayor de
datos y encontrar la recta de mejor ajuste a la nube de
puntos resultante.

En particular, si los ejes coordenados (x,y) son
paralelos a las filas y columnas de la imagen (P,Q), es
decir que a igual valor de P le corresponde igual valor
de x independientemente de O y en forma similar para
y=y(Q), entonces los valores aproximados ()?i, )”/l-)se

calculan como:
X;=a+b-P ®)]

Yi=c+d-Q; (6)

Tomemos por ejemplo la relacion entre x; y P;
representada en la Fig. 2. Los diferentes puntos seran
afectados por los errores debidos a la discretizacion de
la imagen y también por incorrectas asignaciones de las
coordenadas como el punto correspondiente a P=5.

Resulta claro que es conveniente realizar una
regresion lineal de la nube de puntos. Por ejemplo,

calculamos la relacion lineal entre X; y P; (linea en la

Fig. 2) que minimiza los errores cuadraticos medios. De
este calculo obtenemos los coeficientes @ y b de la Ec.
(5). Para los coeficientes ¢ y d de la Ec. (6) debemos
realizar un célculo analogo entre la coordenada p;y Q..
Notemos que los valores x; asignados a los pixeles de
la imagen no coinciden, en general, con los valores X;

de mejor ajuste. En efecto, el valor de X; tiene los

errores en la asignacion de las coordenadas de cada
punto compensados en parte, de modo que es

conveniente emplear X; en lugar de los valores x;.

3b Calculo de los coeficientes

Existen varias formas para determinar los
coeficientes a-d de las Ecs. (5) y (6). Consideremos la
forma estandar basada en el método de cuadrados
minimos. Si bien la solucién puede encontrarse en
cualquier libro de estadistica 7, por completitud
incluimos aqui un breve resumen del calculo para definir
la nomenclatura empleada y para facilitar la compresion
de la proxima Seccion.

En el método de cuadrados minimos, la estimacion
X; para el punto 7 surge de hacer minima la suma de los

cuadrados de las desviaciones en el eje x,
c 2
e =2(x-%)", (7)
i=1

donde # es el numero total de puntos. Empleando la Ec.
(5), expresamos la Ec. (7) como
n 2
e,=) (x;—a~-b-F) (8)
i=1
Las condiciones para que e, sea un maximal son
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L =0 9
% (9a)
d-e
=0 9b
% (9b)
Reemplazando la Ec. (8) en (9a), obtenemos
a=(x;)-b(P), (10)
donde
] n
(x;)==>x (11)
ni—
y
1 n
(P)=—2F (12)
ni=1

son los valores medios de x; y P;, respectivamente.
Reemplazando la Ec. (8) en (9b) y empleando (10),

obtenemos
pl Bl m)
(B )=(R)
donde
2 _ 1< p2
(P?)= S 2F (14)
y
(x;-P)=L3x P (15)
ni—g

son el valor cuadratico medio de P; y la correlacion
entre las variables x; y P;, respectivamente.

En consecuencia, los valores a y b de mejor ajuste
para la Ec. (5) se determinan facilmente por medio de
las Ecs. (10) y (13). Un calculo analogo para los

Fig. 3: Imdgenes con sistemas de coordenadas rotados (a)
y distorsionados (b) en 2°. Ambos casos necesitan una
relacion bilineal para asociar correctamente las
coordenadas de laboratorio y de la imagen.
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coeficientes ¢ y d indicados en la Ec. (6) para la
coordenada vertical y permite obtener

@)
_ Vi Q)= (i) (G
- (0?)-(0,) "

4 APROXIMACION BILINEAL

En la Seccion anterior consideramos que el sistema
de coordenadas (x,y) es paralelo a las filas y columnas
de la imagen (P,Q). Esto es estrictamente valido si la
coordenada horizontal x es una funcion lineal solo de P,
y la coordenada vertical y es una funcién lineal de Q
independientemente de P.

Por ejemplo, imagenes con ejes ligeramente rotados
0 que no estén en un angulo recto como las indicadas en
la Fig. 3 no cumplen estas condiciones. Ambos casos
suelen presentarse en las imagenes obtenidas en el
laboratorio como consecuencia de una incorrecta
alineacion de la camara que toma las imagenes.

Este tipo de distorsiones es facilmente solucionado
usando una relacion bilineal o transformacion afin ®

pi=d+e P+ [0 (19)

Es decir, las coordenadas x; e y; dependen de ambas
variables P; y O; en forma lineal. Notemos que a y d son
términos de translacion mientras que b, ¢, e y f pueden
considerarse como términos de cambio de escala
(amplificacién o contraccidon), uno de rotaciéon y otro de
distorsion lineal como el indicado en la Fig. 3b .
Consecuentemente, la transformacion afin (18)-(19) da
cuenta adecuadamente de las deformaciones mostradas
en la Fig. 3.

Por otra parte, para resolver las Ecs. (18)-(19) hay
que hallar 6 coeficientes que pueden calcularse con tres
puntos diferentes, ya que cada punto implica dos
coordenadas x e y. Este procedimiento suele indicarse en
los textos sobre procesamiento de imagenes ) .

Pero si tenemos las coordenadas de mas puntos, es
posible realizar un calculo estadistico similar al de la
Seccion 3b disminuyendo ademads los errores debidos a
la asignacion de las coordenadas de cada punto.
También se obtiene la desviaciéon estandar que nos
indica el error cometido en el proceso de asignacion y la
confianza que debemos tener en el resultado.

El célculo estadistico de los coeficientes a-f es
similar al realizado en la Seccion 3. Las condiciones
para que e, sea un maximal estan dadas por la anulacion
de las derivadas de esta funcion respecto a los tres
coeficientes a, b, y ¢, conduciendo a

a={x,)~ bR} ~cl0)) 20)

(16)

_CcE+¢

b @)
B
WL Saliab4 (22)
oa-f-0-¢€

donde
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p=l0)-(p)-l0,P) @
y={xi-F)={x;)-(F) (24)
5=(p)" -(R) (25)
e=0,)"-(07) 26)
g ={xi-B)=(x)-(0)) )

Luego, los coeficientes de la transformacion bilineal
en la coordenada horizontal dada por (18) se calculan
por medio de las Ecs. (20)-(27). Analogamente se
calculan los coeficientes d, e y f para la coordenada
vertical indicada por Ec. (19).

5 OTRAS TRANSFORMACIONES Y EJEMPLOS

La transformacién descripta en la Seccidon 4 es un
caso particular, en el que las relaciones de las
coordenadas con las filas y columnas de las imagenes
son lineales y no hay términos de dependencia con el
producto P;Q;. Por ejemplo, las escalas de las imagenes
como las mostradas en las Fig. 4 deberian calcularse con
transformaciones no  lineales mas  complejas
mencionadas en las referencias. De ser necesaria su
aplicacion, se debe considerar el uso de un software
especifico.

De todas formas, es conveniente tener el orden de
magnitud de los errores que se cometen con cada
aproximacion. En la tabla 1 mostramos los errores
relativos que surgen de aplicar las transformaciones
indicadas en las Secciones 2, 3 y 4 para las imagenes
mostradas en la Figs. 3 y 4. Los valores en las columnas
3-5 de dicha tabla se calcularon con 8 puntos

-----I
----I @

(b)

Fig. 4: Imagenes deformadas por (a) una incorrecta
alineacion de la imagen de referencia con el plano objeto
de la camara, y (b) por aberraciones de lentes. Ambos
casos necesitan una relacion no lineal para asociar
correctamente las coordenadas de laboratorio y de la
imagen.
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distribuidos en la imagen y promediando el error de
ambas coordenadas. Los valores reportados deben
considerarse como indicativos ya que dependen de la
exactitud de la asignacion de las coordenadas realizada
y de la calidad de las lineas o puntos de referencia en la
imagen.

Figura angulo Tres Lineal | Bilineal
(grados) | puntos

3a 0 0.0062 0.0046 | 0.0046
3a 1 0.658 0.317 10.0092
3a 2 2.753 1.271 10.0091
3b 1 0.601 0.306 | 0.0069
3b 2 2.632 1.171 ]0.0054
4a 4 0.177 0.0509 |0.0498
4b - 0.678 0.50 10.487

Tabla 1: Cociente de la desviacion estandar y el valor medio
para las tres transformaciones analizadas.

Como puede observarse en la Tabla 1, las tres
transformaciones dan errores similares s6lo para una
imagen centrada (0° de rotacion). La transformacion
bilineal da cuenta de las distorsiones sefialadas en la Fig.
3. Por su parte, excepto para una imagen centrada, la
transformacion lineal (Seccion 2) da un error que es
aproximadamente dos o6rdenes de magnitud superior. El
error de las escalas con tres puntos es un factor 2,
aproximadamente, respecto del calculado con la relacion
lineal.

Por otra parte, las transformaciones consideradas no
dan resultados satisfactorios en las imagenes con las
distorsiones mostradas en la Fig. 4. La relacion bilineal
arroja un error muy parecido a la transformacion lineal,
apenas superado por el correspondiente al calculo de la
escala con tres puntos.

6 RESUMEN Y CONCLUSIONES

Hemos descrito los métodos basicos de asignacion
de coordenadas a imagenes digitales obtenidas en
experiencias de  laboratorio.  Realizamos  una
comparacion de los errores cometidos al usar imagenes
que contienen distorsiones caracteristicas de modo de
ilustrar en forma simple los diferentes métodos que
permiten asignar las escalas con sus correspondientes
errores. Encontramos que es conveniente aplicar la
transformacion bilineal para la asignacion del sistema de
coordenadas en imagenes ligeramente rotadas o
distorsionadas como las mostradas en la Fig. 3. En este
caso la desviacion estandar se mantiene muy baja y no
depende del angulo de la distorsion; es decir, la
transformacion corrige las distorsiones senaladas.

Por otra parte, con imagenes que tienen
deformaciones como las mostradas en la Fig. 4, se
deberia optar por una relaciéon simple de tres puntos o
por una transformacion no lineal. Cualquier célculo
estadistico lineal o bilineal no parece disminuir la
desviacion estandar de los resultados en forma
significativa.

Desde el punto de vista practico, en experiencias de
laboratorio es entonces conveniente dedicar esfuerzo
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para tener puntos de referencia bien definidos y obtener
imagenes con el minimo de distorsiones como las
mostradas en la Fig. 4. Luego se deben identificar y
estimar las distorsiones y los errores asociados, a fin de
evaluar la necesidad o no de la programacion de la
transformacion mas adecuada. De todas formas, las
transformaciones basadas en una nube de puntos
compensan parcialmente las posibles incorrecciones en
la asignacion de las coordenadas. También permiten
obtener una estimacion de los errores que son
indicadores de la precision con que los ejes coordenados
son asignados a las imagenes en las experiencias de
laboratorio.
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