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Los ninos aprenden a poner en movimiento el columpio por sus propios medios, es decir sin que
nadie los empuje y sin apoyarse en el suelo con los pies, y a gobernar a voluntad la amplitud de las
oscilaciones. Sin embargo muchos estudiantes no logran entender en que se funda esta habilidad, y
el tema no se trata en los cursos elementales de Fisica. Aqui presentamos un andlisis simplificado
del columpio al alcance de los estudiantes de dichos cursos, que pone en evidencia los efectos que
permiten poner en movimiento al columpio y regular la amplitud de sus oscilaciones.

Children learn to set in motion the swing on their own, without help and without pushing on
the ground with their feet, and to vary at will the amplitude of the oscillations. However many
students cannot explain how this is achieved, and the subject is not discussed in the basic Physics
courses. Here we present a simplified analysis of the swing for students of these courses, that shows
the effects that allow to set in motion the swing and to regulate the amplitude of its oscillations.

I. INTRODUCCION

Pese a que todos conocen el columpio, muchos no lo-
gran explicar en que mecanismos fisicos se funda. Los
principios fisicos involucrados en este juego, esto es, el
péndulo doble y la excitacion paramétrica, no se suelen
tratar en los cursos elementales y sélo se encuentran en
textos mds avanzados [1]. Discusiones de cardcter més
simple y cualitativo se pueden encontrar en [2-6] pero se
limitan a discutir la excitacién paramétrica. Vale la pena
pues explicar el funcionamiento del columpio en base a
las leyes de Newton y sin cdlculos excesivamente compli-
cados. Hay dos aspectos en este problema. El primero
es como hacer oscilar al columpio a partir del reposo,
cuya explicacion se puede dar a partir del modelo de un
péndulo doble. El segundo es como variar a voluntad
la amplitud de las oscilaciones una vez comenzadas, que
tiene que ver con la excitacién paramétrica.

Recordemos como hace un nifio para arrancar a par-
tir del reposo. Supongamos que estd sentado (Fig. 1R).
Primero echa el torso hacia adelante y recoge las piernas
(Fig. 1A) y luego echa el torso hacia atrds y estira las
piernas (Fig. 1B). Con esto el columpio se pone a os-
cilar. El mismo efecto lo consigue si estd de pie y sus
movimientos consisten en echar hacia adelante la parte
superior del cuerpo y hacia atras la parte inferior, y al
revés. jPorqué estos movimientos provocan la oscilacion
del columpio? Observemos la Fig. 1A. El punto P indi-
ca donde las manos toman las cadenas. Cuando el nino
realiza el movimiento A la parte inferior del columpio se
va hacia atras y la parte superior hacia adelante. Cuan-
do hace el movimiento B los desplazamientos son al revés
(Fig. 1B). Vemos asi que el sistema se asemeja al péndulo
doble (Fig. 2a), que fue estudiado hace casi tres siglos por
Euler y Daniel Bernoulli y merece una breve discusion.
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Figura 1: Para salir del reposo (R) el nifo echa el torso hacia
adelante y recoge las piernas (A), luego echa el torso hacia
atrds y estira las piernas hacia adelante (B).

II. EL PENDULO DOBLE

Si a1 y @ son muy pequenos las ecuaciones de
movimiento del péndulo doble son

d2
(1- N)@ + wi —pwi A 0
a? -
—wh (I—p) gz +wi a2

(1)

Las cantidades que figuran en (1) estdn definidas en la
Fig. 2a, wi, = g/li2, p = ma/m y m = my + my. Para
hallar los modos normales buscamos soluciones del tipo

a1\ [ Acoswt -
(a2>_<Bcoswt>’ 4, B = cte. (2)

Sustituyendo (2) en (1) se obtiene
wi — (1 - pw? —pwi A

—w3 w3 — (1 —p)w? B

BAHIA BLANCA 2004 - 9


XP2200
   9 - ANALES AFA Vol. 16                                                                                                  BAHIA BLANCA 2004 - 9

XP2200
 ISSN: 0327-358 X


— lnz m2 -

() (b) ()

Figura 2: El péndulo doble (a) tiene dos modos normales: (b)
en el de baja frecuencia X _ las masas se mueven en el mismo
sentido y (c) en el de alta frecuencia X en sentido opuesto.

Las raices del polinomio caracteristico son

2,2
CA(1 - p)—ve
1F \/1 41— p) (@2 + wd)? (4)

Es fécil verificar que w? y w? son siempre reales y posi-
tivas. De la (3) resulta

W2 :lwf—i—w%
T2 1—yu

[wi—(1—p)w?] A_ = pwiB_
(5)

[w% -(1-w W-ﬂ Ay = pwiBy
o bien
wiA_ = w3 — (1 - p)w?] B_
WAL = [}~ (1-w)w?] By
Por lo tanto los modos propios son de la forma

(w3 — (1= p)w? ] cos (w_t+ ¢_)
X_ =
w3 cos (w_t+¢_)

wf cos (wit + ¢y)

X+ =
w2 — (1= ) 2] cos (wat + 1)

donde ¢_ y ¢ son constantes. Es facil comprobar que

wi—(1—pw? >0, w3 —(1—-pw? >0

(8)

wi—(1—p)wi<0, wi—(1-—pwi<o

Luego en el modo X_ ambas masas se mueven en el mis-
mo sentido (Fig. 2b) y en el modo X oscilan en sentido
opuesto (Fig. 2¢). En general el movimiento es una com-
binacién lineal de X_ y X, de la forma

X = a_X_ + G+X+ (9)

donde las constantes a_ y a4 y las fases p_ y ¢4 depen-
den de las condiciones iniciales.

10 - ANALES AFA Vol. 16

4 /

m, @ C.

2

5

my |

¢ Lo 0

c —E%
7, —8m; (&5 )
c ',
2%
.f’,_;gmz

(a) (b) (©

Figura 3: (a): posicién de my2 y C para la configuracién A;
(b): fuerzas sobre mq,2 cuando el nifio afloja los brazos; (¢):
posicién de m12 y C para la configuracién B.

III. EL ARRANQUE DEL COLUMPIO

Nuestro sistema no consiste de masas puntiformes ni es
un soélido rigido. De hecho los cambios de configuracién
en los movimientos A y B son esenciales para lograr el
efecto deseado. Luego la descripcién exacta del arranque
es casi imposible. La forma maés sencilla de modelar el
aspecto esencial del problema (el cambio de la configu-
racién del nino) es mediante dos masas puntuales. Luego
dividiremos el sistema en dos partes. En la configuracion
A la parte 1 (masa mq) consiste de la cabeza, el torso y
los brazos (Fig. 3a); sea Iy la distancia entre el punto de
suspension S y el punto Cy donde estd concentrada my
(notar que /1 no es la longitud de la parte SP de las cade-
nas por encima de P). La parte 2 consiste de las piernas
y el asiento del columpio; indicaremos con ms su masa y
con [y la distancia entre C y Cy donde esté concentrada
ms. En la configuracién B procederemos igual, pero esté
claro que ahora m; no estd concentrada en C sino en
otro punto Cf y mg estd concentrada en C} y no en Cy;
por lo tanto I} = SCy # 11 y Iy, = C1Ch # 15 (Fig. 3c).

Mientras el nifio mantiene su configuracién el sistema
se puede tratar como un péndulo doble. Notar que a; y
ag son los dangulos entre SCy y C1Cs y la vertical y no
tienen porqué coincidir con los angulos entre la vertical y
las partes de las cadenas por encima y por debajo de P.
Indicaremos con C' el centro de masa del sistema. Para
que el columpio oscile es preciso que el centro de masa,
que inicialmente estd en reposo (Fig. 1R), se ponga a
oscilar. Pero no es evidente que esto se pueda lograr sin
una fuerza externa y por el sélo hecho de haber adopta-
do la configuracién A o B. Para ver esto escribamos la
ecuacién de movimiento del centro de masa. Puesto que
a2 son pequedios el movimiento de C' (si lo hay) es ho-
rizontal. Sea x¢o = l3aq + plaas su coordenada horizontal
medida a partir de la vertical por S. La tensién 77 = mg
es la tUnica fuerza externa cuya componente horizontal
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—mgaq no es nula. Luego
ic = —gay (10)

Claramente para mantener el columpio en la posicién in-
dicada en las Figs. 3(a) o 3(c) el nifio debe ejercer con los
brazos una fuerza igual y opuesta a —mga;. Mientras lo
hace el sistema queda en reposo, pero tan pronto afloja
los brazos C' se acelera. Este es el resultado crucial: bas-
ta adoptar la configuraciéon A o la B y dejar al sistema
en libertad de moverse para acelerar a C.

El movimiento que asi se produce es una combinacion
lineal de X_ y X ;. Para entender sus caracteristicas con-
viene mirar el modelo del péndulo doble desde otro pun-
to de vista, analizando el sistema como un wunico punto
material, el centro de masa C', cuya posicién esta deter-
minada por su distancia ¢ al punto de suspensién y por
el angulo a¢ entre SC' y la vertical; pero ese punto ma-
terial tiene un grado de libertad interno, descripto por la
distancia lo entre C7 y Cs y por el angulo o; = as — oy
entre C1Cy y SC. Esta forma de interpretar el modelo
es equivalente a la anterior, pero facilita la comprension.

Si el nino no cambia su configuracion y oscila pasiva-
mente lc y l2 son constantes y el movimiento del sistema
proviene de las variaciones de a¢c y ;. Si aq, as (v ac,
a;) son pequefios se tiene lo = 1 + pls, zo = loac,
a1 = ac — plaa;/li y ag = ac — «;. Usando estas rela-
ciones las (1) se pueden escribir como

o + w%l—lac — w%u—bag =0,
lo lo

(11)

; l l l
L

que tienen la ventaja que nos permiten entender como
varian ac y «; en los modos X_, X,. En términos de
ac vy «; los modos propios se expresan como

ac\ [ Gceoswt _
( o ) = (Hcoswt)’ G, H = cte. (12)

Sustituyendo en la (11) obtenemos el sistema

l l
w%—l —w? —w%& G
le le
=0
oply o [ plo le 9
—wi— — - H
e el ]
(13)
cuyo polinomio caracteristico tiene las mismas raices w_,
wy dadas por (4). De cualquiera de las (13) resulta
G_ w?ply G+ w?ply
o - a2 (14
H_  wili —w?lc’ Hy wili—wilc

Es razonable suponer p ~ 1/2 y {1/l =~ 5 — 10; con
w=1/2yl1/ls = 7 resulta

w_/w; 2096, wy/w =3.88,
(15)

G_/H_~15, G./H, =~ —0.005
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Luego el movimiento del centro de masa (a¢) y el movi-
miento interno (o) estén acoplados débilmente, de mo-
do que X_ (para el cual las amplitudes de a¢ y a; son
G_ y H_) es bésicamente un movimiento del centro de
masa en el cual el grado de libertad interno juega un rol
secundario pues o; < a¢. En cambio el modo X es e-
sencialmente un movimiento interno porque |ac| < |yl

Es facil verificar que si el columpio esta en reposo en la
configuracién A o B y en ¢ = 0 el nifio afloja los brazos,
el movimiento resultante es de la forma X = a_X_ +
A X, con a_/ay = 0.075, que la amplitud de ac es
del orden del valor inicial de a; y su frecuencia es menor
pero cercana a wi. En cuanto al movimiento interno su
amplitud es aproximadamente seis veces la de a¢c pero
su frecuencia es mucho mayor (del orden de wy).

En conclusién los movimientos iniciales del nino exci-
tan el modo X_ y por lo tanto hacen oscilar el centro de
masa, con lo cual el columpio arranca.

IV. LA AMPLIFICACION DE LAS
OSCILACIONES

Para controlar la amplitud de oscilacién hay que au-
mentar la amplitud de X_ que es responsable del movi-
miento del centro de masa. FEsto se logra acercando o
alejando C' de S al compas de las oscilaciones. Como la
frecuencia de X_ es muy diferente a la del modo X,
a medida que X_ se amplifica las oscilaciones de alta
frecuencia presentes en el arranque pierden relevancia y
finalmente desaparecen. Ya que el grado de libertad in-
terno juega un rol secundario en X _ al discutir la ampli-
ficaciéon podemos prescindir del modelo del péndulo doble
y tratar el sistema como un péndulo simple cuya longi-
tud [ es variable pues depende de la distancia entre C' y
S. Notar que cuando la amplitud de las oscilaciones se
hace grande la aproximacion de angulos pequenos deja de
valer, luego para tratar la amplificacion no podemos usar
el método de los modos propios sino que se requiere un
tratamiento no lineal. En sintesis, para estudiar la am-
plificacién trataremos al sistema como un péndulo simple
no lineal de longitud variable.

Estudiaremos el movimiento desde el referencial (no i-
nercial) del columpio. Supongamos que el nino se hamaca
parado y que la masa estd concentrada en C. Sea [ la
distancia entre C y el eje de giro en la posicién de pier-
nas encogidas (punto 1 de la Fig. 4). En el referen-
cial mévil la energia mecénica es £ = V; + V. donde
Vy = mgl(1l — cosa) es la energia potencial gravitato-
riay V., = %ml%’z? es la energia potencial centrifuga; las
fuerzas en la direccién de [ son la componente del peso
F, = mgcosay la fuerza centrifuga F., = mld?*. Ambas
se equilibran con la tensién de las cuerdas. Al llegar al
punto mds bajo de su trayectoria (punto 2 de la Fig. 4)
el nifio extiende las piernas, C se acerca al eje de giro y [
toma el valor I’ = [ — 6l. Supondremos que 6l es pequetio
y que el cambio de configuraciéon es instantaneo. Si [
varfa Fy, y F, trabajan y los cambios de V; y V. son
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Figura 4: Al estirar (2 y 6) y encoger (4) las piernas el nifio
acerca y aleja C' del eje de giro y varia la energia mecanica
del sistema.

O0Vy = Fyol y 0V, = F.6l. En el punto 2 se tiene que
a=0y d®=2g(1 - cosag)/l, donde ag es la amplitud
de la oscilaciéon. Por lo tanto la variacién de la energia
mecanica es

SE' =6V, + 6Ve =mgbl[1 +2(1 — cosap)] >0 (16)

Al llegar al punto de méxima elongacién a = qp (punto
4 en la Fig. 4) el nifio flexiona las piernas y con eso
aleja en 6l al centro de masa del eje de giro, volviendo
a la distancia inicial. Pero ahora ¢ = 0 y por lo tanto
0Vy = mgdlcosag, 6V, = 0 y la variacién de la energia
mecanica es

SE" = —mgblcosay < 0 (17)

Asi el nifo recuperd su configuracién inicial, pero la ener-
gia sufrié un aumento neto

OE = 8E" + 6E" = 3mgél(1 — cos ap) (18)

Esa es la ganancia de energia en la media oscilacién hacia
adelante. Si se repiten los movimientos en la siguiente
media oscilacién (puntos 5, 6 y 7 en la Fig. 4) se tendra
otro aumento igual de la energia mecanica. Luego en una
oscilacién completa el aumento de energia es

AE = 26E = 6mgbl(1 — cos ag) (19)

La energia mecdnica total es E = mgl(1 — cos ag) luego
su variacion relativa es

AE/E = 661/l (20)

Este proceso (denominado exitacién paramétrico) es muy
eficiente pues la energia aumenta en progresién geomé-
trica, lo que explica porqué con pocos enviones se logran
oscilaciones de gran amplitud.

Si el nifio realiza los movimientos al revés, esto es si
encoge las piernas cuando llega a 2 y las estira al lle-
gar a 4 los signos de 6F’, 6FE” y AFE se invierten: el
columpio pierde energia y disminuye la amplitud de las
oscilaciones. Conviene aclarar que el nino puede lograr
la excitacién paramétrica columpidndose sentado, pero
el desplazamiento del centro de masa es menor y por lo
tanto la magnitud del efecto es también menor.

V. CONCLUSIONES

Si bien el funcionamiento del columpio es un problema
complejo nuestra discusién permite poner en evidencia a
un nivel sencillo los aspectos esenciales. El arranque del
columpio se puede explicar en términos de la excitacién
de los modos propios de un péndulo doble, debida a la
configuracién que adopta el nifio. La amplificacion, o
mas en general, la regulacién de la amplitud de las os-
cilaciones, se explica en términos del proceso no lineal de
excitacion paramétrica debido a los cambios de posicion
del centro de masa que resultan de los movimientos del
nino. Es asi como con movimientos sencillos se gobier-
nan las oscilaciones del columpio. Es importante aclarar
que la excitacién paramétrica funciona sélo si el columpio
estd ya oscilando. No sirve para partir del reposo. Para
eso es preciso recurrir a la excitacion del péndulo doble.
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