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SOBRE EL PROCEDIMIENTO DE NORMALIZACION EN LA
TERMOESTADISTICA DE TSALLIS
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Pese al innegable éxito del formalismo estadistico no extensivo de Tsdllis, alin quedan algunas cuestiones abiertas.
Unade éllas es d asi llamado “problema de la normalizacion”, o de como deben evaluarse |os val ores esperados de
los operadores. EI método de Jaynes para introducir la mecénica estadistica, se basa en extremizar (maximizar) una
entropia especifica en presencia de ligaduras fisicamente apropiadas. La literatura sobre termoestadistica no
extensiva ha considerado, durante su evolucién histérica, tres elecciones posibles para calcular € vaor esperado
del operador energia. Una de dllas fue la propuesta por Tsallis en su trabgjo original de 1988, |a segunda, por €l
mismo C. Tsallisy E. Curado en 1992 y la tercera por Tsallis, Mendes y Plastino en 1998. Demostramos que la
distribucion de probabilidades de ocupacion de los microestados en todas ellas pueden derivarse de una Unica
formula, reinterpretando sus pardmetros. Analizamos también una cuarta alternativa, llamada OLM, y estudiamos
numeéricamente las consecuencias de cada el eccién.

In spite of its undeniable success, there are still open questions regarding Tsallis non-extensive statistical
formalism. Some of them are about the so-called “normalization” problem of just how to evaluate expectation
values. The Jaynes MaxEnt approach for introducing statistical mechanicsis based on the adoption of a specific
entropy S and physically appropriate constraints. The literature on non-extensive thermostatistics has
considered, in his historical evolution, three possible choices for the evaluation of expectation values: (i) Tsalis-
origina (TO), (ii) Curado Tsalis (CT), and (iii) Tsallis, Mendes, Plastino, (TMP). A fourth constraint still exists,
the so-called “optima Lagrange multipliers’ (OLM). We herei) show that the probability distribution function in
each of these instances may be evaluated with a unique formula and ii) numerically analyze some consequences
that emerge from these four choices.

1. INTRODUCCION o, x=[L+l- gh 19 &)

Ambas funciones son generdizeciones de las funciones

La estadidtica no extensva de Tsdlis, considerada hoy e - X
ordinarias logaritmo natural y exponencial las cudes s

como un nuevo paradigma en mecénica estadigtica [1-6],

comprende en redlidad unafamilia de formulaciones, todas dlas
basadas en la medida de informacion no extensiva de Tsdllis
[7:

1- é_w p

ST :kB i=1 !

o W
1-q =ksd _, Pilngp (D)

donde ks es una constante positiva, {p} es un conjunto

normdizado de probabilidades y W es d nimeo de
microestados accesibles d sstema. El parametro red q esd
indice de no extensividad, y esta relacionado estrechamente
con ladinamicamicroscopicadd sistema

En laexpresion (1) usamoslafuncion llamada g-logaritmo:
In xX="—r— ©

Lacorrespondiente funcion inversaesla g-exponencid:
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recuperan en d limite q® 1. En éste limite, la ecuacion (1)
recobralaformausud de Boltzman Gibbs,

w
SPC=-kg @, PiInp 4

La distribucién de probabilidades de equilibrio se obtiene
extremizando (maximizando) la entropia, con respecto a {p}

sUjeto a ciertas restricciones, viad procedimiento MaxEnt de
Jaynes [8-9]. Una de dlas es la normdizacion de les
probebilidedes

o W

a . p=1 ©)

Parae conjunto microcanénico, (Sstemaaidado) éstasera
la Unica restriccion. En consecuencialaoptimizacion de §, nos
conduce de inmedido a la equiprobabilided, o sea

p; =1/W, "i,yporlotanto S, =kgIn,W .

S describimos un sstema en contacto térmico con un
reservorio, en @ conjunto candnico, ademés de la restriccion
(5), es necesaria otra que establezca como cacular la energia
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interna. En laliteratura sobre termodinamica no extensiva, nos
encontramos con tres posibles decciones. La primera de dlas
fue introducida por Tsdlis en su trabgjo origind [7], y consste
en:

L) =al rne ©

donde e supraindice TO, indica“ Tsallis Original”, y {g} son
los autovaores dd Hamiltoniano cuantico del ssema En
otras pdabras, se mantiene la definicion usud de energia
interna.

La sgunda fue propuesta en 1991, por Curado y Tsdlis
[10]:

L) =4, rle @

donded supraindice CT, indica“Curado Tsallis’ .

La tercer deccion para la redtriccion de la energia interna
dd dstema, = debe a T<dlis, Mendes y Plagtino, en 1998
[6,11], y es actudmente la mas usada. En dla se pesan los
autovalores dd Hamiltoniano con un conjunto  de
probabilidades Qq/é ‘j"’:lqu .

o W

a,r's
O = ®)
AP

donde e supraindice TMP, indica” Tsallis, Mendes, Plastiing” .

El uso de una u otra restriccion, (6), (7), (8) conduce a
digtintas termoestadisticas. A cada una de élas le corresponde
una digtinta distribucion de probabilidades. En este trabgo
demostramos que todas dlas se derivan de una sola formula
que depende de un pardmetro. Cambiando ee parametro
pasamos de una distribucion a otra Mosraremos ademéas
agunas caracteridticas propias de cada una.

2.FORMALISMO

a) Obtencion de las distribuciones de probabilidad por €
método de Jaynes,

Mostramos a continuacion € procedimiento de obtener la
distribucion de probabilidades para la segunda eeccion (CT).
Lacantidad amaximizer es

L=sT-al@ p-1- & pre-U,) ©
a 'y b sonlosmultiplicedores de Lagrange.

g-1

L
L. a

10
fpp 1-q (10

- a- bgp¥'e =0

S multiplicamoslaec. (10) por p, y luego sumamos sobrelosi,
podemos despger a:
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__9 =2
a=r a p’ - bau, (11)
oon Uy dado por |a ecuacion (7).Reemplazando (11) en (10), y
despgiando p;:

- abe] "

12
lcq - @- gbu Ve

donde hemaos puesto:
o
cq=a p’ (13)

S ahora sumamos sobre todos los vaores de i encontramos
que

e - (- q)bu [Y® 9= § [i- (1- qloe, ] ¥ @ (19)

Con lo que findmente obtenemos la digtribucion de
probabilidades:

cT _ [1' (1' Q)bei)ll(l_ 9

BN TSSO
s 1- (1- a)bg >0,y
p_CT :0’
€en caso contraxio.
O bien, en términos de las g-exponencides
_CT — e<p q(' tﬁ) (16)
I a. i e<p q(' m)

Como eda digtribuciéon debe recobrar la digtribucion de
Boltzman-Gibbs en @ limite q® 1, asociamos & mulltiplicador
deLagange b con la temperatura inversg b = 1UksT. Los p,
pueden cdculase de una manera directa para cudquier
temperatura con S8lo conocer los autovaores dd
Hamiltoniano.

Repitiendo ahora @ mismo procedimiento con las
restricciones TO y TMP, obtenemos|lo siguiente:

. 1/(1-
g q-1b(ei-U.T.°)ldl(l q)
g €a 17)

1o -UR
- I

[@ Y eV e
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& b ( Sy ™ )01’(1’ a)
a- (1- g)———4
p-TMP _ g Cq H (18)
i s b (e- _y™ )ul/(l- q)
a, a- (- g)——4
'8 Ca H

En estos casos, @ cdculo de los p yano esdirecto porque las
ecuaciones (17) y (18) son autoreferencides, ya que p esta
induidoenUgy enc,

b) Forma paramétrica de las digtribuciones de probabilidad.

Pueden tenerse expresiones paralas ec. (17) y (18) que no
sean autoreferencides, gpdando d dguiente truco. En la ec.
(17) tomamos factor comin en € numerador y en €
denominedor, & témino |1+ (q - 1)bU° K(qc,) Jren .y

luego lo cancdamos con lo que la digtribucion de probabilidad
queda
o _ [1 (q- 1)b*e]1/((1-1)

(19)
Tl @b

R b

= (20)
qcq +(a-1)pu’®

b

La ecuacion (19) resulta ser formamente idénticaala ec. (15)
quedalos p enlaversion CT, salvo que (1 - q) estacambiado
por @ — 1), y en (19), b* es un pardmetro que no es la
temperatura inversa, pero que depende de dla, como esta
dicho en la ec. (20). S definimos b = 1ksT , podemos
establecer una relacion entre d parametro Ty latemperatura
termodinémicaT:

keT " - (a- DU4°

4acq

kgT = (21)

Con esto podemos cacular la energia interna en funcion de la
temperatura de una maneradirecta. Paraun conjunto de valores
de T, (y por lo tanto de b") calculamos las probabilidades con
la ec. (19). Con estos valores caculamos U, ec. (6) y Cq, ec.
(13), y luego, mediante la ec. (21), obtenemos las temperaturas
correspondientes. Finamente graficamos U, enfuncionde T.

El mismo procedimiento gplicado a la ecuacion (18) nos
permite obtener la digtribucion de probabilidades en forma
paramétricaparalaverson TMP,

1/(1- q)

T™MP _ [1' (1‘ Q)b*e]

Y AT

1/(1-q) '

* b
Cqt (1- q)b U ;MP
* (1. ™P
KeT = kT - (2 Q)Uq (24)

Cq

Exige en la literatura, una cuarta forma de condderar la
restriccion para la energia interna, que esta basada en la
normdizecion TMP pero caracterizada por una manera
peculiar de abordar € proceso de extremizacion, llamada OLM,
(por las dglas en inglés de Multiplicadores Optimos de
Lagrange) [12, 13]. Lacondicidn de restriccion seescribe;

é | pqu :éi piqUJMP—OLM

La disgtribucion de probabilidades que se obtiene en esta
verson es:

* /(2-q)
TMP-OLM _ b' (1' CI)b Q]l B

P )
i éi h_ (1_ q)b*q]l/(l a)
* b
b= 1+{1- q)bu PO Y (26)
q
keT =kgT - (1- g)uMP-OLM @7

En resumen, para las cudro versones de la
termoestadistica no extensva, podemos usar una Unica
férmula paraladistribucién de probabilidades de ocupacion de
los microestados, y podemas pasarnos de una a otra con solo
reinterpretar 10s parametros que intervienen en dla, como e
muestraen latablal.

) El “ cut-off” de Tsallis

El andiss de las ecuaciones (15), (19), (22) y (25) nos
permite apreciar que para g > 1 en CT, TMP y TMP-OLM, y
paa g < 1 en TO, los niveles de enagia € estan Ssempre
ocupados cudquiera sea i. En este caso € escenaio no
extensvo es cuditativamente idéntico d de Boltzman Gibbs,
en d cud todos los niveles de energia tienen una probabilidad
no nula de estar ocupados atemperaturafinita LaSituacion es
digintapara g < 1en CT,TMPy TMP-OLM,y paraq> len
TO. Para valores dados de temperatura 'y ddl parametro q,
gparecen p’s nulos. Los niveles de energia compaativamente
més dtas permanecen vecios. En la figura 1 mostramos estas
caracteridticas para la versiéon CT. Este efecto es conocido
comod “ cut-off” deTsdlis.

TABLA |
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Termoestadistica no extensiva
Distribucion de Probabilidades
« |1@E-q)
1- 1- gb -
== [ d-9 Q] . § b
8, [1-a-a)vel 1-a
. * 1
p; =0, S be> —
1-q
Version b q U, T
. _ b keT ™ - (q- DU /°
b" = * TO _ 2 w _"B q
TO acq+(a-Lpu™ q =2-q|Uq =a._he kBT_—qu
CT b"=b q=q UqCT:é_:’leiqa kgT =kg T
o W
. b a._ r'e kT - (1- qu™P
T™P b = — q=q gmp _ Gz keT = -8 q
cyt+i1- gbu q oW g c
b o W pqe
™P ;= « TMP- OLM = i LT TMP- OLM
= - - U = keT =ksT - (- q)U
LM 1+ 1_ UJTMP OLM q q q o W B B q
© (1- a)bg a.
1.5 energia correspondientes a un oscilador amonico: g, = ng,
oonn=0,12, ..y g =hw.
Digtribucion de Probatslidades
g =0.60 Curada Tsallis Como consscuenciadd “ cut-off”, para g < 1 en CT, TMP
| y TMPOLM, y praq > 1 en TO, s T (0 T) es
: q-0.80 suficientemente bajo, kT £ (1- q) g, solo estaré ocupado €

i

Pl

g = 1.00 (BG)
0.5

3

1 2
£ (unidades de kHT:-

nivel mésbgo: pp= 1,y p=0, " n3 1 Nuestro ssemano
puede absorber energia continuamente: Aunque T > 0, la
energia dd sstema no puede cambiar hasta que kBT* dcance
y sobrepase € vdor critico (1- q)q . En es2 momento, €
nivd € eda disponible y la energia interna experimenta un
sdto en su pendiente. Este crecimiento se sostiene hastaque se
hece accesible d nivel n =2, [k T" 3 (1- g)e, ]. Esentonces
cuando gparece un nuevo sdto en la pendiente, y asl

Figura 1: Funcion distribucion de probabilidad para la
termoestadistica no extensiva en su version CT. Con g<1, p(e
© 0 apartir decierto valor de een adelante. La distribucion de

ucesvamente.

Parailudtrar este efecto, graficamos, en lafigura2, paraun

Boltzman Gibbs (g 1) actla como limite entre dos
comportamientos cualitativamente distintos.

3. CALCULOSNUMERICOS

a) Laenergiainterna

Para ilustrar |as propiedades de cada una de las versiones
de la termoestaditica no extensiva, computamos la energia
interna y € caor especifico para un sstema de niveles de

27- ANALES AFA Vol. 16

modeo de niveles equidistantes y q = 0.60, la energia interna
en funcion de la temperatura, en las versones CT, TMP, y
TMP-OLM. En los €ges representamos — cantidades
adimensondes Uy =Ug /ey, y t=KkT/g . Las curvas

TMP, y TMP-OLM se obtienen a partir de los valores de CT,
cambiando € parametro b*. El cambio respecto alacurva CT,
depende de lardacionentre Ty T que se muestraen lafigura
3. Los camhios de pendiente se van suavizando a medida que
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aumenta la temperatura, y también cuando g se goroxima a
uno.

El comportamiento de U, vs. T cambia cudlitativamente
paraq por debgo de un vaor critico g, enlasversonesTMP y
TMP-OLM: T degja de ser mondtonamente creciente con T* y
en la energia gparece una multivaluacion (esto no ocurre en
CT). El vdor de g, esde 0.50 en laverson TMP-OLM, y de
0.56 en la verson TMP. Este cambio de comportamiento lo
podemos gpreciar en las figuras 4 y 5 donde hemaos hecho g =
0.40. En laversion TO con g > 1 donde también hay sdtosen
la pendiente de Uy, no gparecen multivaluaciones para ninglin
vaordeq>0.

=
3 TMP-OLM
0.5
O 05 1 15 2
(] kE!-T ! E':I

Figura 2: Energia interna en funcion de la temperatura para
las versiones CT, TMP y TMP-OLM, donde puede observarse
el cambio de pendiente cada vez que se habilita un nuevo nivel
de energia. Este comportamiento es el caracteristico para q <
1. S muestra para comparacion la energia que
corresponderia a g = 1, en linea de puntos

0 0.5 1 15 2
KT

Figura 3: Relacion entre Ty T. T es mondtona creciente
respecto de T* conq < g,

28- ANALES AFA Vol. 16

t=k

F_!-T'l E':I

Figura 4:Para q < ¢ < 1 aparecen multivaluaciones en la
energia interna, en las versiones TMP y TMP-OLM.

0 0.5 1 15 2
T

Figura 5: Relacion entre Ty T cuando q < @. T no es
mondtonamente  creciente con Ty eso provoca la
multivaluacion en la energia.

b) El calor especifico
Cdculamostambién d caor especifico:

flu
C =—4 28
=7 (28)
Obien
— 1TSq
Ce=T = (29)

en las cuatro versiones para digtintos vaores de g. Cudguiera
de las dos formas (28) y (29) deberian ser equivaentes para
cdcular d cdor especifico, Sn embargo, en la verséon TMP-
OLM, ambas formas son equivdentes solo s se apela, enlaec.
(29) alaentropiade Renyi [4, 13].
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Es iludraiivo observar las caracteristicas dd cdor
especifico paravaores de q por encimay por debajo de uno,
para goreciar las diferencias cuditatives en ambos casos.
Sempre @ vaor g =1 hacedelimite parad cambio cuditativo
de comportamiento. Los sdtos de pendiente en la energia
internadebidos d “ cut off’ se hacen evidentesen las curvas dd
caor especifico. Fig. 6y 7.

Tzalis Oviginal |
Q= 06D 1 o

Curads Tsalks
Q=080

L THIP-CILM
=080

Figura 6: Calor especifico para las cuatro versiones con g =
0.60.

Curado Tsallis

e a Taallis Original | I.‘-l ;
96| g=15 | & el q=15
Q £
34 | wilfi
ag i { o '
a = . - = g
: 1 3 3 P 5
K'IJT'I-U
S I L ' o2 TMP-CILM
= oal g=15 | =
' o q=18
- aal | o b4
”f\ "
al . ¥
) 1 2 3 4 5 o Hy : 4 L]
kET.I-:l kaT.-r

Figura 7: Calor especifico para las cuatro versiones con q =
1.50.

4. CONCLUSONES

Trabgjando con las ligaduras de la termoestadistica no
extendgva, hemos demodrado que la didribucion de
probabilidedes en las cuatro versiones esta dada por una
férmula Unica, en laque hay que interpretar adecuadamente en

29- ANALES AFA Vol. 16

cadaunad parametro b, y en d caso de laversion TO, hacer
ademés la transformacion q ® 2 — . La didribucion de
probabilidades de la versén CT resulta ser una importante
herramienta parad cdculo numérico en cudquiera de las atras
versones.

Mostramos adgunas caracteristicas de la energia interna 'y
el cdor especifico: (i) los sdtos de pendiente, consecuencia dd
“cut off” enlas p quegpareceparag<len CT, TMPy TMP-
OLM, y para g <1 en TO. (ii) lagparicion de vaores criticos
de g, en ambas versones TMP, por debgo de los cudes, la
energiainterna gparece multiva uada
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