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Se considera el problema del escape de una particula desde una regién finita por sobre una barrera de
potencial fluctuante. La magnitud principal a determinar es el tiempo medio de escape de la regién de
confinamiento. Se presenta una solucién generalizada, en el esquema de las caminatas aleatorias de tiempo
continuo, al problema enunciado para un medio que presenta fluctuaciones entre dos estados controladas
por una dinamica independiente. Se define una densidad de tiempo de pausa efectiva en cada sitio que
toma en cuenta las fluctuaciones del medio. Se considera la relacién entre el tiempo medio de escape y la
frecuencia de fluctuaciones del medio en busca de la condiciéon de activacion resonante y su dependencia
con la posicién inicial del caminante y el tamafio de la regién.

The problem of a particle escaping from a finite region over a fluctuating barrier is considered. The main
magnitude to be calculated here is the mean exit time for a particle that makes a random walk on a lattice.
It is presented a general solution for a fluctuating medium between two configurations. The switching is
given by a statistically independent dynamics. The solution is given in the continuous time random walk
scheme. [t is defined an effective waiting time density for each site of the lattice that takes into account
the medium fluctuations. The relationship between the mean exit time and the fluctuations frequency is
studied looking for the resonant activation condition and its dependence with the initial position of the
walker and the region size.

Pacs N° 05.40+j; 05.60.+w; 02.50+Ey; 82.20 Fd

1 Introduccion

El movimiento de una particula en medios desordena-
dos ha sido estudiado usualmente en uno de los dos
casos extremos: suponiendo que las fluctuaciones del
medio son extremadamente rapidas cuando se las com-
para con la escala de tiempos del movimiento de la
particula o, por el contrario, suponiendo que las fluc-
tuaciones del medio son infinitamente lentas compara-
das con la escala de tiempo de los desplazamientos. En
la primera aproximacién encontramos el limite marko-
viano: la particula sensa un “entorno promedio” sin
memoria, en tanto que en el segundo limite encon-
tramos un desorden “congelado”.

La situacién intermedia, con una escala de tiempo
comparable para ambos procesos ha recibido quizas
una atencién comparativamente menor hasta hace
pocos anos. El problema de la difusién en presencia
de fluctuaciones o desorden dindmico global y/o local
ha despertado el interés de investigadores en diver-
sas areas. KEntre estas dreas de interés podemos citar
como ejemplo el estudio de caminatas aleatorias en
presencia de desorden dindmico global) o desorden
dindmico local®?) | el transporte de particulas Brown-
ianas en medios multiestado'®*®), activacién resonante
sobre barreras fluctuantes(®7) el escape de sistemas
fluctuantes®, dindmica de transicién en sistemas
biolégicos® o difusién en medios fluctuantest1®).
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Desde la propuesta original de Kramers(') para la di-
fusién de una particula Browniana en un doble pozo de
potencial, un creciente nimero de trabajos se han pu-
blicado en consonancia con el crecimiento de resulta-
dos experimentales. De particular interés ha resultado
el trabajo de Doering y Gadoua(®) antes citado en el
que se calcula la tasa de escape por sobre una barrera
fluctuante entre los valores Fq+ AFE obteniendo resul-
tados para Fy = 0 o fluctuaciones de la barrera entre
0 y un valor constante. Interesantemente se encuen-
tra que el tiempo medio de escape en funcién de la
tasa de transiciones del medio presenta un minimo, un
fenémeno conocido como “activaciéon resonante”.

En esta comunicacion consideramos el problema de
la activacién resonante para un medio fluctuante entre
dos configuraciones desde la perspectiva de las cami-
natas aleatorias de tiempo continuo. Los cambios de
estado del medio estdn regulados por una dindmica
markoviana independiente del proceso de transporte
de los caminantes. La caminata aleatoria se desarrolla
en una red finita delimitada en un extremo por un sitio
reflectante y en el otro por una trampa cuya tasa de
atrapamiento fluctia entre dos valores, estando regu-
lado el proceso por la dindmica que modifica el medio.
Se calcula el tiempo medio de escape por sobre una
barrera de potencial.
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Figura 1: Caminata aleatoria de tiempo continuo en
una red unidimensional finita de n sitios. La red
fluctda entre dos estados con una frecuencia de tran-
siciones 7y, modificando las propiedades difusivas de
la particula: en cada estado las transiciones se pro-
ducen con una frecuencia k;w; (i = 1,2) a izquierda y
k;w; a derecha. En el extremo s = n suponemos una
condicion de borde reflectante de modo que el cami-
nante s6lo puede hacer una transicién al sitio s = n—1.
En el otro extremo (s = 1) suponemos la conexién con
una trampa. Una vez que el caminante cae en ella no
puede regresar a la red y finaliza el proceso.

2 Descripciéon del Modelo

Consideramos una particula que realiza una caminata
aleatoria de tiempo continuo con saltos a primeros ve-
cinos sobre una red unidimensional finita de n sitios
que fluctia entre dos estados. Identificamos los sitios
de red por un numero entero e imponemos las siguien-
tes condiciones de contorno: en el extremo que deno-
minamos n tenemos una condicién reflectante en tanto
que el otro extremo de la red, el sitio 1, estd conec-
tado a una trampa de modo tal que una vez que la
particula ha caido en ella no puede regresar a la red.
El atrapamiento del caminante representa el escape de
la particula por sobre una barrera fluctuante como en
el modelo de Doering y Gadoua'®).

En cada estado de la red la particula efectda una
caminata aleatoria con frecuencia de saltos k; (i =
1,2). A su vez supondremos también un sesgo distinto
en cada estado: w;, w; (w; +w; = 1) de modo que
en el estado 7 la frecuencia de saltos hacia la derecha
del caminante sera kiwj, en tanto que los saltos a la
izquierda serdn con una frecuencia k;w; y por lo tanto
la densidad de probabilidad para las transiciones entre
sitios, suponiendo fijo el estado de la red, es

P (5,8";t) = Qkje kst
(1)

con £ = W;L(Ss,s/+1 + W;(Ss,s/fl

de manera tal que la probabilidad para la transicién
s’ — s, cuando ha transcurrido un tiempo entre ¢ y
t + dt desde la llegada a s’ es ¥ (s, s’;t) dt para el
sistema en estado <.

Las transiciones entre estados del sistema se supo-
nen a su vez reguladas por una dindmica de primer
orden simétrica con frecuencia de transiciones . La
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dindmica de las transiciones se supone independiente
de la dinamica que controla el desplazamiento del ca-
minante en la red y la densidad de probabilidad para
el tiempo entre transiciones es ye~*'. En la figura 1
ilustramos esquematicamente el modelo propuesto.

2.1 El proceso de difusién frente a cambios de
estado

Consideramos aqui la densidad de probabilidad para
las transiciones entre sitios de la red, incluidos en la
misma los efectos de las fluctuaciones. Definimos la
densidad de probabilidad para las transiciones entre
sitios 5, (s,s’;t) de manera tal que si la particula
llegé al sitio s’, con el sistema en estado j al tiempo
t’, i (s,s";t —t’) dt es la probabilidad de que el ca-
minante haga una transicién al sitio s con el sistema
en estado i entre t y t + dt. Para calcular la densi-
dad de probabilidad 4;; distinguimos dos situaciones
posibles para esta transicién: el sistema se encuentra
en el mismo estado que estaba cuando llegd a s’ el
caminante (i = j) o, por el contrario, se encuentra
en el estado complementario (z # 7). Al primer caso
contribuyen las realizaciones mutuamente excluyentes
en las que el sistema no efectia transiciones (mante-
niendo el estado del instante de arribo) o bien efectia
un ndmero par de transiciones. Sumando sobre todas
estas contribuciones obtenemos finalmente

vyj(s,8'5t) = Qukje OFREy
ijjef('ﬁkj)t xye(VHRDE e (k)L (D)
+...

donde el simbolo * indica el producto de convolucién
entre las funciones

fashe = [ re-ne) @

En lo que sigue indicamos la transformada de
Laplace de una funciéon dependiente del tiempo por la
sustitucién ¢ — u en el argumento: f(u) = L[f (t)] =
[y dte f (t). Usando el hecho de que la transfor-
mada de Laplace de un producto de convolucion entre
funciones es el producto de las transformadas de estas
funciones

LIF@®)xh ()] = [ () h(u) (4)

podemos sumar la expresién (2) de una manera simple.
Procediendo de manera similar con el segundo caso
(i # j) obtenemos finalmente

'@bjj (Svsl;u) -
Qskgy
g 2 _
’lplj (S, s ,u) D
donde i+#£j t,7=1,2

D —
s,8'=1..n—1

(5)
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Quedan por incluir las condiciones de borde del
modelo.  Seglin ya mencionamos suponemos una
condicion reflectante en el sitio s = n. Esto significa
que desde el sitio n sélo podra haber transiciones al
sitio n — 1. En este caso seguimos suponiendo que la
frecuencia de saltos a izquierda es w; k;. Obtenemos
asi
w;kj (u +w; ki + 'y)
Y (n—1,nju) = o7

w; Ky
Yij (n—1,nju) = o

i 7

donde i #j
D' = (utw ki +9) (utwykst+7) =7
(6)
La condicién absorbente en el extremo s = 1 queda
incluida simplemente permitiendo la transiciéon 1 — 0,
manteniendo asf la densidad de probabilidad para las
transiciones en general como en (5) para el sitio s = 1.
De esta forma el escape de la regién de interés queda
incluido en el modelo mediante la transicion al sitio O.

3 Tiempo medio de escape

La magnitud a calcular en este trabajo es el tiempo
medio de escape de la red. Si denotamos por E (sg;t)
la densidad de probabilidad para el tiempo de escape;
de manera tal que F (sg;t)dt es la probabilidad de
que el primer pasaje por el sitio 0 de una particula
que comenzd su caminata en el sitio sg sea entre ¢ y
t+ dt; el tiempo medio de escape puede calcularse por

T(So)/ooodttE(So;t) (7)

o, equivalentemente, a partir de la transformada de

Laplace
1— FE(so;u)

7 (s0) = lim ~—— 2% ®)

Para calcular F (sg;t) adaptamos el método pro-
puesto por Haus y Kehr'?) para los modelos de atra-
pamiento miltiple definiendo x;; (s — 1, s;¢) como la
densidad de probabilidad para el tiempo del primer
pasaje por el sitio s — 1 con el sistema en estado i,
suponiendo que la caminata comenzo en el sitio s con
el sistema en estado j. En particular si s = 1

E(L;t) = ZXij (0,1;t) g; (9)

donde g; corresponde a la distribucién de probabilidad
inicial para los estados del sistema.

La densidad de probabilidad para el primer pasaje
cumple con la siguiente relacién de recurrencia en la
representacién de Laplace(!?)

Xij (s —1,85u) =95 (s — 1,s5u) +

3 xir (5= 1, 8,0) Xam (8,5 + L0) Yy (s + 1, 55)
Ilm
(10)
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El primer término corresponde a la contribucion de
aquellas realizaciones en las que el caminante hace la
transicion s — s — 1 en forma directa en tanto que
el segundo término corresponde a la contribucién de
aquellas realizaciones en las que el caminante previo a
la visita al sitio s — 1 hace una incursién en la cadena
a partir de una transicién s — s+ 1, retornando pos-
teriormente al sitio s para hacer la primer transicién
s—s—1.

La relacion de recurrencia se ha dado en la re-
presentacion de Laplace dado que los productos de
convolucién temporales se reducen a simples produc-

0s. Resolviendo la ecuacién en la representacion de
Laplace obtenemos la relacién de recurrencia

Xij (s — 1, s85u) = Zwil (s —1,su) Ry (uw) (11)
!

donde
1
Ryj (u) = 3 [y (s30)]
con

Ay () = xam (8,84 150) Py (s + 1, 550)

m
A=[1-An(u)][1 - Az (u)] — A1z (u) An (u)
(12)
La relacién de recurrencia conduce asf a una repre-
sentacién de fraccion continua generalizada para la
densidad de probabilidad de escape. Dado que con-
sideramos una red finita, esta fraccién continua serd
finita en virtud de la condicién de borde

Xij (n — 1,n5u) = 5 (n — 1,n;u) (13)

con v¥;; dada en (6)

Estamos ahora en condiciones de calcular F (so; u),
la transformada de Laplace de la densidad de proba-
bilidad para el tiempo de escape para una particula
que comienza su caminata aleatoria en sg. Para ello
notamos que si este caminante ha de ser atrapado al
tiempo ¢ por la trampa ubicada en el sitio 0 debera
visitar todos los sitios intermedios sq — 1, s — 2, ...,
antes de arribar a s = 0 en tiempos anteriores a ¢. Si
denotamos por ts,_1 el instante del primer arribo a
s0 — 1, ts,—2 el instante de arribo a sg — 2, etc. con la
relacion 1 > ta > ... > t4,_1, esta condicién nos dice
que la densidad E (sq;t) estard dada por el producto
de convolucién de las densidades x;; (s — 1, s;t) para
cada uno de los sitios intermedios entre sq y 0. Este
producto en la representaciéon de Laplace es

Z Xioir (0, 152) Xi,4, (1,25 1)

’io...’i5071

E(sq;u) =

c Xiay_1isg (S0 — 1,805 1) g,
(1)
Atn cuando la suma indicada resulta un tanto com-
pleja de calcular debemos recordar que el tiempo
medio de escape estd determinado por el compor-
tamiento de la funcién alrededor de u = 0. Bastara
as{ calcular el primer término del desarrollo en serie
de potencias de la funcién alrededor de u = 0.
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Figura 2: Proceso de activacion resonante para el caso
de sesgo total en los estados del sistema. El grafico
a ilustra el resultado para el caso simétrico, donde la
frecuencia de saltos es la misma en ambos estados.
La diferencia estd dada por el sentido del salto. Se
ilustran los resultados para distintas longitudes de la
red. El grafico b corresponde a un caso asimétrico,
donde la frecuencia de salto es distinta en cada salto,
manteniendo la situacion de sesgo total. Se ilustran
los resultados para distintos valores de la asimetr{a en
los saltos a = ka/k1.

3.1 Resultados particulares

Consideramos algunos resul-
tados particulares obtenidos a partir de la expresién
(8). Presentamos en primer lugar el caso simple en el
que ambos estados de la red son coincidentes y por lo
tanto el “cambio de estado” no afecta al proceso de di-
fusién; i.e. k1 =ko=ky wf = w2+ = w'. Obtenemos
para esta situacién

Como era de esperar, el tiempo medio de escape no
depende de v, ya que las propiedades de difusién de
la particula no se modifican con los cambios de estado
del sistema cuando estan regidos por una dindmica
markoviana. Este resultado puede compararse con el
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equivalente obtenido en(’? para el tiempo medio de
atrapamiento en el modelo de atrapamiento multiple
ya mencionado.

En el otro extremo consideramos el caso de un sesgo
total en cada estado, i.e. w; = w2+ = 1. Para esta
situacion resulta

k2
ot 2
rn) = 20— Ly ROth)
_ 2
kl k2 ’y(kl —kz)

Y

ks <k2 (v + k1)>n1 1
ki \ k1 (y+ k2)
(16)
En la figura 2 ilustramos este resultado para: a) el
caso “simétrico”, correspondiente a k1 = ko = k, para
distintos valores de n, el tamafio de la red y b) para
distintos valores del cociente a = ko /k; para un valor

fijo de n = 5. La existencia de un minimo en estas
curvas ilustra el fenémeno de activacion resonante.

4 Conclusiones

Hemos presentado un modelo de caminatas aleatorias
de tiempo continuo para una red finita que fluctda en-
tre dos estados. A partir del modelo formulado se ha
dado una expresion para el tiempo medio de escape.
Se han presentado resultados analiticos para dos ca-
sos extremos: cuando las fluctuaciones del medio no
afectan las propiedades de difusion de la particula, en
cuyo caso el tiempo medio de escape resulta indepen-
diente de la frecuencia de fluctuaciones, y cuando las
fluctuaciones llevan a dos estados completamente ses-
gados. En este tltimo caso notamos que las fluctua-
ciones dan lugar al fenémeno de activacién resonante,
observable en el minimo de la curva de 7, el tiempo
medio de escape, vs. -« la tasa de fluctuaciones del
medio. En las figuras se han ilustrado los resultados
para un caso simétrico, en el que la tasa de transiciéon
entre sitios es la misma en cada estado (atin cuando el
sesgo es opuesto en cada uno de ellos) y la dependencia
con n el tamano de la red. Notamos que ain cuando
T crece con el ndmero de sitios en la red para valores
mayores de n el efecto se hace mas notorio. Por otra
parte, en el segundo grafico se ha ilustrado el efecto
de la asimetria en las tasas de transicién entre sitios,
indicado por el cociente a = ko/k1. En este caso no-
tamos que el efecto se hace mas marcado para valores
crecientes de a.

Es de esperar que en situaciones intermedias el
efecto de activacién resonante esté también presente,
quizas en forma no tan marcada. Continuaremos en
esta linea de trabajo, recurriendo incluso a métodos
numéricos.
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