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Mostramos que siempre y cuando el espesor de la corriente varfe suavemente (que es la condicién
de validez de la aproximacién de lubricacién) las ecuaciones que describen flujos viscogravitatorios
estacionarios sobre un plano inclinado de un liquido con reologia del tipo ley de potencia son
formalmente analogas a las de la difusién no lineal no estacionaria en una dimensién. Esta analogia
permite obtener una variedad de soluciones del primer problema dado que la difusién no lineal
ha sido muy estudiada y se conocen numerosas soluciones. En este trabajo mostramos varias
soluciones autosemejantes obtenidas de esta manera.

We show that whenever the thickness of the current varies slowly (which is the condition for the
validity of the lubrication approximation) the governing equations for steady viscous gravity flows
of a power—law liquid on an inclined plane are formally equivalent to those of unsteady nonlinear
diffusion in one dimension. This analogy allows to derive a variety of solutions of the first problem
since nonlinear diffusion has been widely investigated and many solutions are known. In this paper
we describe several self—similar solutions obtained in this way.

Soluciones autosemejantes para flujos bidimensionales estacionarios sobre un plano

I. LA ANALOGIA

Trataremos corrientes viscogravitatorias bidimensiona-
les estacionarias sobre un plano inclinado en un dngulo
a. La reologia del liquido esta dada por

1y = 2AB0 IV ey B = (¢éy)', (1)
donde A, X son constantes positivas, 7;; y €;; son respec-
tivamente las componentes del tensor de esfuerzos y de
tasa de deformaciones (A > 1 para un liquido pseudo-
plastico, A < 1 para uno dilatante y A = 1 para reologia
Newtoniana). Sean z, y las coordenadas a lo largo y a
través del plano y h(zx,y) el espesor de la corriente. Des-
preciando la tensién superficial y usando la aproximacion
de lubricacién se obtiene [1]

A—1

{Qz [qg+h§] 3 h)\+2}

x

(2)

a1
T {hy [q2 + 12] m+2} o,
y
donde ¢ = h — x tan . Si se satisfacen las condiciones
lhe| < [tana|, h] < tan®« (3)
la ecuacién (2) se reduce a
A2) A2y
tana (A*72)  — (hyh**?) = 0. (4)

Las componentes medias x e y de la velocidad son

u=h""ktan* o, v=—h,h M ktan* ! a. (5)
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donde k = 275 (A+2)"1 (A~ pg cos ), p es la densidad
y g es la aceleracion de la gravedad. El flujo a través de
una secciéon r = cte. es ¢ = f uh dy.

Si X, Y, H son las escalas longitudinal, transver-
sal y de espesor de la corriente, de la (4) resulta H ~
Y2X ! tan a y las condiciones (3) se satisfacen si X > Y
independientemente de A.

Usaremos la notacién Ay = A+1, Ao = A+2, A3 = A\+3
y As = 2A + 5. Introduciendo en (4) una nueva variable
dependiente ® definida por

h

doie ho—D
’ Ao tana’

(6)
obtenemos
o, = (@"0,),, (7)

con m = 1/\y (m = 1/3 para liquidos Newtonianos). La
(7) es equivalente [2] a la ecuacién de difusién no lineal
en una dimensién con 0 < m < 1/2, en la cual y es la
(Unica) variable espacial y x juega el rol del tiempo. En
el contexto de la difusién no lineal ® es la propiedad que
difunde y M = [ ®dy es la cantidad total de ®.

Es habitual escribir la (7) en la forma

A1
o, =—(®5),, conS=-2 2o, (8)

que expresa la conservacién de M. La cantidad S es la
velocidad con que difunde ®.
Conviene mostrar las férmulas siguientes:

u = k/\gl(tanoz)>‘+’\1<1>%i]77 (9)
v = —k\)! (tan )M D, = uS, (10)
q = kX2 (tana) 2 M, (11)
uh = kXy2(tana) A2, (12)
vh = kA)?(tana)* T 208, (13)
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que relacionan u, v y g con ®, M y S. Notar que p, g
y A aparecen en la relacién entre h y u, v pero no en P.
Se ve de (10) que S = v/u da la direccién del flujo.

Con esta analogia los resultados conocidos para la di-
fusién no lineal se pueden trasladar a la teoria de los flujos
viscogravitatorios estacionarios sobre un plano inclinado.

II. SOLUCIONES AUTOSEMEJANTES

Las soluciones autosemejantes de la ecuacion de di-
fusion no lineal se pueden obtener mediante el formalismo
del plano de fases [3], y se pueden reinterpretar por medio
de la analogia. Resumimos ahora dicho formalismo.

Se buscan soluciones de la (8) de la forma

Z(¢) = ema/y?, V(C) = Sz/y,

y/bx® s x>0 (14)

<= { —y/b(—z)® si x <0’
donde b y 6 son constantes. Sustituyendo estas defini-
ciones en (8) se encuentra

AV Z(26—1)+mVZ—mV(V = §)

dz — mZ(2Z +mV) ’ (15)
dln|¢| 1
Az~ (2Z+mV) (16)

Si se conoce la solucién V(Z) de la ecuacién auténoma
(15), la (16) permite calcular Z = Z({) y asi obtener
® = ®(y,z) de la (14). De este modo se pueden en-
contrar todas las soluciones autosemejantes de (7). Las
correspondientes corrientes bidimensionales estacionarias
se pueden entonces obtener usando (6).

Las soluciones V(Z) se representan en el plano de fa-
ses (Z, V) como trayectorias integrales. Generalmente la
(15) se debe integrar numéricamente, y para encontrar
la solucién de interés se debe conocer el comportamiento
de las trayectorias integrales en el entorno de sus 6 pun-
tos singulares. Describiremos brevemente 4 de ellos (ver
detalles en [3] para m = 3 y en [4] para m > 0).

e Punto O = (0,0): si § # 0 corresponde a { = oo,
y = 00, y da el comportamiento de ® al infinito. Para
Z > 0 es un nodo y todas las curvas integrales (salvo
Z = 0) convergen a un eje; para Z < 0 es una silla, y una
Unica curva llega a O. Si § = 0 el punto O es una silla
y la unica trayectoria integral que pasa por él describe
para x < 0 una linea de contacto y; = cte.

e Punto A = (0, 6): es una silla, y representa una linea
de contacto yy(z).

e Punto € = (0,00): es un nodo y representa la linea
yr = (sba® ((; = cte.) que describe un borde del sustra-
to, por encima del cual el liquido se derrama.

e Punto £ = (00,00): es un nodo-silla, y representa
y =0.

A continuacién daremos ejemplos de corrientes bidi-
mensionales obtenidas a partir de soluciones autoseme-
jantes de la ecuacién de difusién non lineal.
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III. FLUJOS LIMITADOS POR UNA PARED
LATERAL

Sea en x < 0, y < 0 una corriente uniforme de espesor
ho, separada por una pared delgada en y = 0 de otra cor-
riente uniforme de espesor hj, en x < 0, y > 0. La pared
termina abruptamente en z = 0, de modo que en x > 0
las dos corrientes se juntan. Sean Ay y D el espesor de
la pared y el ancho de la capa limite cerca de la mis-
ma donde u depende de y. Nos interesa la asintdtica de
la solucién para x > Ay, D, donde Ay y D no son rele-
vantes. Este problema es andlogo al de la rupturaat =0
de un dique que separa dos capas de fluido de diferente es-
pesor sobre un plano horizontal, que fue estudiada en [3]
para m = 3 y el andlisis se puede extender a m > 0. Los
pardmetros relevantes son ®g y ®(, relacionados con hy
y hg por medio de (6), de modo que este problema es au-
tosemejante. Las dimensiones de ® son las de (y?/x)Y/™
(como en la difusién no lineal = juega el rol de tiempo,
debemos considerar que sus dimensiones difieren de las
de y). Luego 6 =1/2y ¢ = y/<I>6n/2:51/2. Esta solucién,
que llamaremos h,, depende de ®( y del parametro adi-
mensional ®(,/®y. De acuerdo con esto podemos tener
tres diferentes clases de soluciones.

e Si &) > P la curva integral que representa h, consta
de dos partes: una curva B en V > 0 que va desde £ hasta
O, vy que representa el flujo en y > 0, y una curva B’ que
va de &£ hasta O en V < 0 y que representa el flujo para
y < 0. Paray — —oco e y — 400, ® debe tender a ®q
y @, respectivamente y las soluciones correspondientes a
B y B’ deben empalmar suavemente en y = 0 debido a
la continuidad de ® y S. Estas condiciones determinan
univocamente B, B’ y las constantes de integracion.

e Si by = 0 (i.e. no hay fluido en y > 0 para z <
0) la solucién, que llamaremos hy, debe tener una linea
de contacto yg(x) > 0 para & > 0. Luego las curvas
integrales adecuadas son A, que va desde &£ hasta A, y
A’ que va desde £ a O; esta ultima se determina como
antes por continuidad de ® y S.

e Supongamos ahora que la superficie de escurrimiento
se extiende de y = —oo a y = 0, y que el fluido puede caer
por el borde para x > 0. Esta corriente, que llamaremos
h¢, se representa mediante la curva C' que une £ con O.

Estas tres corrientes se muestran en la Fig. 1 para tres
valores de A. Notar que la escala de espesor hy que las
caracteriza no depende de x, de modo que el 1inico cambio
del perfil transversal de la corriente es un estiramiento
proporcional a /2.

IV. FLUJO SOBRE UNA TIRA INCLINADA DE
ANCHO UNIFORME

Supongamos que para z < 0 la corriente fluye en un
canal limitado en y = +1L/2 por paredes que terminan en
x =0y que para x > 0 el liquido fluye sobre una tira de
modo que parte del mismo se derrama sobre sus bordes.
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Figura 1: Flujos estacionarios bidimensionales autoseme-

jantes: (hg) combinacién de dos corrientes uniformes de dis-
tinto espesor; (ilb) expansién de una corriente uniforme limi-
tada por una pared en z < 0, y = 0; (ﬁc) corriente uniforme
limitada por una pared en < 0, y = 0 y que se derrama
sobre un borde en > 0, y = 0. Las lineas llenas, de trazos y

punteadas corresponden a A = 3, 1, 0.3, respectivamente.

Nos interesa el flujo para x muy grande, donde el grue-
so del liquido se ha perdido, de modo que la profundi-
dad de la corriente en el canal es irrelevante y el tinico
parametro significativo es L. Este es un caso especial de
autosemejanza pues ¢ depende sélo de y, luego 6 =0y h
depende de x s6lo a través del factor y?/z. Este flujo esta
representado en el plano de fases por una curva integral
en el semiplano Z > 0 que comienza en C (que represen-
ta el borde y = —L/2) para V < 0, pasa por un punto
del eje Z (que corresponde a y = 0) y luego vuelve a C
(que ahora representa el borde y = L/2) en el semiplano
V > 0. Los detalles se encuentran en [3] para m = 3,
y se pueden generalizar para 0 < m = 1/Ay < 1/2. Las
soluciones (Fig. 2) estdn dadas implicitamente por:

1
w_if(ﬁ) . o
_ 92“%3_3 21 (=52, 313%5¢ s)_m} 1
5

donde 2 Fy(a,b;c; z) es la funcién hipergeométrica y £ =
L 4. Aqui hg = h(0,2¢), y 7o # 0 es un valor fijo

hoxo

de z. El espesor maximo de la seccién transversal es hg,
ocurre para y = 0, x = ¢ y disminuye como 1/x debido
a la pérdida del liquido derramado. El flujo a través de
una secciéon x = cte. disminuye como x

Ry

—Xo

Figura 2: Flujo estacionario sobre una tira. Las lineas llenas,
de trazos y punteadas corresponden a A = 3, 1, 0.3.

V. DISCUSION

Se ha desarrollado la analogia entre flujos viscogravi-
tatorios estacionarios bidimensionales de un liquido con
reologia del tipo ley de potencia sobre un plano inclina-
do, y la difusion no lineal en una dimensioén espacial. Se
usé la analogia para obtener algunas soluciones exactas.
Mediante este procedimiento se pueden obtener muchas
otras soluciones para flujos estacionarios bidimensionales.

Las aproximaciones necesarias para establecer la ana-
logia son equivalentes a las de la teoria de lubricacién,
y por lo tanto no imponen restricciones mas severas que
las usuales al tratar problemas de este tipo.

Esta teoria no incluye la tensién superficial, lo que im-
plica que el numero de Bond debe ser grande. Cabe es-
perar que la tension superficial sea més importante donde
la curvatura de la superficie libre es grande.

La teorfa de lubricacién no es correcta en los lugares
donde la superficie libre es muy empinada, y lo mismo
vale para las corrientes bidimensionales que consideramos
aqui. A pesar de esto el resto de la solucién asi como las
relaciones globales que se obtienen son vélidas.
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