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En un trabajo precedente [J. Fluid Mech. 507, 367-379, 2004] sobre flujos viscocapilares paralelos
sobre un plano inclinado mostramos que la forma de la superficie libre estd determinada por la
condicién de equilibrio estatico entre la gravedad y la tensién superficial, en forma independiente
de la reologia del liquido y del campo de velocidades. Dicha forma es un menisco cilindrico cuyas
caracteristicas dependen de la longitud capilar y de los dngulos de contacto. En el presente trabajo
se desarrolla una teoria general de estos meniscos, que permite obtener expresiones analiticas de
la forma de la superficie libre para cualquier topografia de la superficie de escurrimiento y para
valores arbitrarios de los dngulos de contacto, tanto para meniscos apoyados como colgantes.

In a previous paper [J. Fluid Mech. 507, 367-379, 2004] on parallel viscocapillary flows on an
inclined plane we showed that the shape of the free surface is determined by the static equilibrium
condition between gravity and surface tension, independently of the rheology of the liquid and its
velocity field. This shape is a cylindrical meniscus that depends on the capillary length and on the
contact angles. In this paper we develop a general theory of these menisci, that allows to obtain
formulae for the shape of the free surface for any topography of the supporting surface and for
arbitrary values of the contact angles, for sessile as well as hanging menisci.

I. INTRODUCCION

Recientemente hemos investigado soluciones exactas de \ e, arctan(H’)
la ecuacién de Navier-Stokes que representan flujos vis- 7 b T
cocapilares paralelos sobre una superficie plana inclinada A e AL
[1-3] debido a su interés por tratarse de fenémenos que Li} arctan(S”)

ocurren frecuentemente tanto en la naturaleza como en arctanly,
procesos industriales. Dichas soluciones dependen de la

forma de la superficie libre, que es un menisco cilindrico

determinado por la condicién de equilibrio estatico en- Figura 1: Geometria del problema.
tre la gravedad y la tension superficial y por la forma de

la superficie de escurrimiento. La teoria de estos menis- ) By

cos fue desarrollada hace mucho tiempo [4], sin embargo satisface la ecuacion

no se encuentran en la literatura expresiones cerradas i 1
que den la forma de la superficie libre para topografias ) H = {—/23/2} (1)
generales del sustrato. Aqui obtenemos férmulas gene- v (1+H?)

rales que valen para meniscos apoyados o colgantes y para

. . . 2 . . . _
cualquier perfil del sustrato. Definiendo la longitud capilar [Z = +/pg, introducien

do 0 = 41 para meniscos apoyados y ¢ = —1 para
meniscos colgantes y usando las variables adimensionales
h=H/l.,y=Y/l., la (1) se escribe

II. ECUACION DE LA SUPERFICIE LIBRE r_ h '
oh' = | ——=75 (2)
(1+ h'2)3/2

En la Fig. 1 mostramos la geometria del problema. La  Integrando una vez se obtiene
coordenada X es ignorable. Sea un menisco por encima
o por debajo de una superficie cuya topografia es S(Y). b h" 3
Indicamos con H(Y") la superficie libre, con v la tensién o= (1+ h'2)3/2 — (3)
superficial, con 6; y 84 los angulos de contacto a izquier-
da y derecha del menisco, con p la densidad y con g la  donde ¢y es la curvatura (adimensionalizada con ) en
aceleracion de la gravedad. El perfil de la superficie libre el lugar donde h = 0. Multiplicando por i’ e integrando
nuevamente resulta
%O’hQ = — L

. o o ENORE —coh +1 (4)
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Figura 2: Soluciones h(y) para (a) o = +1, (b) o = —1.

donde hemos tomado la segunda constante de integracion
como la unidad, lo que se puede hacer sin pérdida de
generalidad eligiendo oportunamente el origen de h. De
aqui se despeja

dy 1—Zh% —coh

dh — \JT—(1=32h% —coh)® (5)

Esta ecuacién se integra y permite obtener h(y) en la
forma implicita siguiente:

V/h(hi + h)(hs + h)(hs — h)
hi+h

y:

(6)

+[signo(co)] = hy [F(¢]a?) — E(¢]a?)]

donde F(¢|a?) y E(¢|a?) son las integrales elipticas de
primera y segunda especie y

h1:20'60,
hgza(\/cg—l—éla—l—co), hgza( c%—|—4cr—c0)
hg th
a=-—, ¢= arcsen

ho ’ (hl + h)hg

(7)

La ecuacién (6) permite obtener cualquier menisco
cilindrico independientemente del dngulo de contacto en-
tre el liquido y el sustrato. La longitud capilar da la es-
cala de su perfil y los tnicos pardmetros que determinan
su forma son 0 y ¢g. En la Fig. 2 se muestran algunos
ejemplos.
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Figura 3: Ejemplos de meniscos apoyados.
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Figura 4: Ejemplos de meniscos colgantes.

III. APLICACIONES

Para aplicar la solucién (6) a una situacién concreta es
preciso conocer s(y), la topografia del sustrato escalada
con l., y los dngulos de contacto 6; 4 que son datos del
problema, ademas de ¢y, que depende de manera no triv-
ial de s(y) y del volumen adimensionalizado a del fluido

BAHIA BLANCA 2004 - 91


XP2200
   91- ANALES AFA Vol. 16                                                                                                BAHIA BLANCA 2004 -  91


por unidad de longitud a través de la condicion integral

[ -9y ®)

Yi

donde y;, yq son las lineas de contacto a izquierda y
derecha. Ademads nuestra solucién debe cumplir las
condiciones de contorno:

arctan b’ = arctans’ +0; — 7

en y=1y;
arctanh’ = arctans’ — 04 + 9)

en Y =1yYq

Claramente la solucién (6) que cumple con (8) y (9) debe
ser estable. Sin entrar en el andlisis general de la estabil-
idad, que esta fuera de los propédsitos de este trabajo, se
puede afirmar que los meniscos colgantes bajo una super-
ficie plana, y con dngulos de contacto mayores que m/2
son inestables.

A manera de ejemplo, en la Fig. 3 se muestran dos
meniscos apoyados sobre un diedro, y en la Fig. 4 dos
meniscos que cuelgan de un plano.

IV. CONCLUSIONES

Hemos extendido nuestros trabajos anteriores y
obtenido expresiones analiticas que dan la forma de la
superficie de meniscos cilindricos apoyados sobre o colga-
dos de un sustrato de topografia arbitraria. Estas expre-
siones estan adimensionalizadas con la longitud capilar,
y dependen de un inico parametro.
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