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En este trabajo se estudia, utilizando una simple y efectiva version del método de las impedancias, el band gap
acustico de un sistema unidimensional localmente periddico constituido por un tubo de seccion modulada. Se
estudian los modos normales y se calculan los coeficientes de transmisién de una estructura con dos o mas
periodos de repeticion. Se muestra que una eleccién adecuada de los parametros del sistema permite obtener
bandas pasantes muy selectivas en rangos de frecuencias previamente seleccionados. Se encuentra un muy buen
acuerdo entre los resultados tedricos y los resultados experimentales que se obtienen a partir de un dispositivo
simple.
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In this work, the acoustic band-gap of a one-dimensional and locally periodic system is studied by using a simple
version of the impedance method. The system consists of a duct with modulated section. The normal modes and
the transmission coefficients are calculated for a system with two or more repeated structures. It is shown that
very selective bands are obtained at specific frequencies after a convenient choice of the periods of repetition. A
very good agreement is found between theoretical results and the corresponding experimental ones obtained by

14 -

using a simple device.

Keywords: Sound waves, Normal modes, Filters

I. INTRODUCCION

El estudio de la propagacion de ondas cldsicas en un
medio ordenado periddicamente ha recibido mucha
atencidn en los udltimos afios, tanto para el caso de ondas
electromagnéticas como actsticas. Una de las principales
causas de este creciente interés es la posibilidad de
diseflar y construir materiales compuestos, denominados
formaciones band gap fotdnicos o actsticos, que permiten
controlar los coeficientes de transmisiéon de las ondas
propagantes. Inicialmente muchas de las aplicaciones se
desarrollaron en el caso electromagnéticol'z, y posterior-
mente para ondas actsticas™.

Los estudios en una o dos dimensiones, ademas de ser
dtiles para una mayor comprensiéon de sistemas
tridimensionales, mdas dificiles de construir, presentan
también aplicaciones interesantes™®. En este trabajo se va
a reexaminar una guia de onda periddica unidimensional,
la que ha sido estudiada extensamente tanto desde el
punto de vista tedrico como experimental """,

El efecto band gap acistico se produce badsicamente en
un sistema perfectamente periddico, en el que se alternan
dos materiales con impedancias actsticas significativa-
mente diferentes. La superposicion coherente de las ondas
dispersadas en cada uno de los puntos donde se producen
rdpidas variaciones en la impedancia, lleva a intervalos de
frecuencia en las cuales la propagacion del sonido estd
prohibida, produciéndose el llamado band gap actstico o
sénico.

Hay muchos métodos para calcular la respuesta
acustica de una guia de onda unidimensional®"'. El
objetivo especifico de este trabajo es presentar un
procedimiento simplificado que se basa en el cdlculo de la

funcién impedancia a lo largo de la gufa de onda
periddica. Esto implica que nuestro andlisis se limita a
frecuencias para las cuales solamente se propaga el modo
longitudinal a lo largo de la estructura. En este modelo las
variables del problema varian espacialmente sélo en la
direccion paralela a la linea de transmisién. En la zona en
que se producen bruscas variaciones de la seccién se
pueden producir ondas transversales evanescentes. La
comparacién con los resultados experimentales muestra,
sin embargo, que el efecto de estas ondas evanescentes
puede no ser tomado en consideracién en algunos casos o
ser corregidos en otros, mediante la introducciéon de
conceptos como longitud efectiva. En lo que sigue, estos
efectos no seran tenidos en cuenta.

La adecuada seleccion de las condiciones de contorno
en los extremos del sistema permite calcular el coeficiente
de transmisiéon actstico de la estructura y las
autofrecuencias de los modos del sistema cuando éste estd
cerrado en sus dos extremos. Como se vera mas adelante,
se encuentra que los espectros respectivos estin
correlacionados.

Il. TEORIA

El sistema que se estudia en este trabajo consiste de un
tubo de seccién circular cuyo didmetro estd modulado
periédicamente entre uno grande y otro pequefio. Se
analizaran, por un lado, los modos normales de vibracién
de esta estructura cuando estd cerrada en ambos extremos
(figura la); y por otro lado, para ondas propagantes, se
calculard el coeficiente de transmision de la misma
estructura insertada en un tubo largo abierto en ambos
extremos (figura 1b).
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Figura 1. Sistema con N contracciones: (a) con
extremos cerrados para estudiar modos normales y (b)
abierto en los extremos, actuando como filtro.

Consideremos primero el caso de un tubo de longitud
L y seccién constante S, como el mostrado en figura 2.
Las ecuaciones que describen a las ondas sonoras en el
interior del tubo estdn dadas por:
1 dp

I _ Bav dv_ 1dp

=B X @1
ot ox o p, Ox

siendo p y v las variaciones (al primer orden) de la presion
y la velocidad del gas producidas por la onda; B es el

médulo de compresibilidad y p, la densidad del gas. Se

puede mostrar que las soluciones armonicas de estas
ecuaciones son:

p(x’ t) = Aei(wtfk” +B ei(wwkt)
2.2)

i(wr—kr)_ﬁei(wwkx)
Z,

0

A
v(x,t)=—-=¢
0

donde Z, = p,c es la impedancia acustica caracteristica,

y ¢ =4/B/p, lavelocidad de propagacién.

Z(-L) V4
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=

Figura 2. Tubo de longitud L y seccion S, terminado
en x=0 con la impedancia Z, .

La impedancia acustica generalizada de la onda en
cualquier punto x del tubo de seccién S se define como
Z=p/U ,con U =Sv el flujo de volumen:

—ikx ikx

P € +re
Z=t=z7 — T~
U ekat_ rexkx

(2.3)

siendo Z, =Z,/S la impedancia aciistica y r=B/A el
coeficiente de reflexién. Si el tubo estd conectado en
x=0 con un elemento de impedancia acustica Z_,
entonces la condicion de contorno en x =0 es:

1+r

z,-Z
Z0)=2,—=7, = r=-—t"s

= 2.4
1-r Z,+Z, @4

De esta manera, reemplazando r en (2.3) resulta:
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Z, cos(kx)—iZ, sen(kx)

2=z, Z, cos(kx)—iZ, sen (kx)

(2.5)

Entonces, en el otro extremo del tubo (x=-L), la
impedancia generalizada asumiré el valor:

Z,+iZ tan (kL)

Z(-L)y=7,
b ' Z, +iZ, tan (kL)

(2.6)

Modos normales de un tubo con cambios en su
seccion
En el caso de un sistema con muchas contracciones de
su seccion, el cédlculo de la impedancia generalizada se
facilita si dividimos al sistema en partes, tal que cada una
de ellas esté caracterizada por un valor de la seccién S, y
de la longitud [, (tal que Zl, =L ) como se muestra en
figura 3. Si consideramos n particiones del sistema, la
impedancia generalizada Z; de la seccién i-ésima puede
expresarse en funcion de la impedancia Z,_, de las i-1
secciones anteriores:
 Z, +iZ tan (k)
Z,=7———— 2.7
Z +iZ,_ tan(kl)
con Z! la impedancia actstica del tramo i-ésimo, y k; el
nimero de onda correspondiente.

zZ Z, z |z

Figura 3. Division del sistema en n tubos distintos.

Por lo tanto, para calcular la impedancia Z, en x=-L,

se aplica esta ecuacién sucesivamente n veces'”. Si el
sistema esta cerrado en ambos extremos, entonces tanto
Z, como Z tienden a infinito. Las frecuencias que

cumplan estas condiciones son las autofrecuencias del
sistema. Es importante remarcar que si el sistema tuviera
pérdidas, k tendria una pequefia componente imaginaria.
La impedancia Z, dejaria entonces de ser infinita, pero
Z’I

Este método no se basa en las ondas de Bloch, por lo
cual puede aplicarse a sistemas con variaciones aleatorias
en su impedancia o en la longitud de las secciones.

Puede mostrarse que este método, aplicado al caso
mas simple de una tnica contraccién en el didmetro del
tubo, reproduce los resultados que se obtienen resolviendo
las ecuaciones de ondas'?.

En el dispositivo mostrado en la figura la, se
considera el caso particular en el que tubos de secciones
S, y S, e impedancias acusticas Z, y Z, se alternan

aun su modulo tendria un maximo.

periédicamente. Si el tubo tiene muchas contracciones, es
muy dificil encontrar analiticamente las ecuaciones que
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determinan las autofrecuencias. Es mucho mds simple
hacer una grifica de |Z,
buscar los valores para los cuales esta impedancia toma un
valor muy grande. El cdlculo de |Zn| se puede realizar

en funcién de la frecuencia y

mediante un programa sencillo.

Ondas Propagantes: Coeficiente de transmision

En esta seccion se calculard el coeficiente de
transmision para el dispositivo de la figura 4.

N 2 1
N S I
A—>
e Z IZ" ,é‘ z, lél z, —cC
b by
ZZN ZZN—I Z4 Z3 ZZ Zl

Figura 4. Dispositivo con N contracciones para ser
utilizado como filtro. A, B'y C representan las ondas
incidente, reflejada y transmitida, respectivamente.

La onda de amplitud A que se propaga de izquierda a
derecha en el tubo de impedancia Z_, se encuentra con la

impedancia equivalente Z,, , de toda la estructura que se

encuentra a la derecha, y se refleja con una amplitud B. La
onda que se propaga en el interior del tubo de la derecha,
de impedancia Z, tiene una amplitud C. Para calcular la

impedancia Z,, se procede como anteriormente:

1000 2000 3000 4000
2 ]
= 4
it ; J
&
B 1000 2000 3000 4000
2
Q
el
el
b=
2 l ‘
:CE :
1000 2000 3000 4000
1000 2000 3000 4000

Z +iZ, tankl
z,=2, Z,=2, : l. Rk >
Z, +iZ tankl
) 2.8)
7 = Z,+iZ tankL
P T Z +iZ, tankL
y continuando de esta manera, se obtiene:
Z,. . +iZ, tankl
7 =z 2Nt 7 T 29
Wz viz,,  tankl @9)

2N-1

Si I, I
incidente, reflejada y transmitida, se puede mostrar que:

2
Rl (22w
Ii Za +ZZN
T — L — 4ZaZZN
I Z,+7Z,,

i

e I, son las intensidades de las ondas

r

(2.10)
=1-R

donde R y T son los coeficientes de reflexiéon y
transmision para la intensidades, respectivamente.

lll. PROCEDIMIENTO EXPERIMENTAL

En esta seccion se presentan los dispositivos
experimentales utilizados para el estudio de las
vibraciones de los sistemas acusticos considerados en la
figura 1.

Las cdmaras se construyeron con tubos de PVC de
longitud L, =0,084m, de didmetro interno 2a = 0,1 m

y 1 cm de espesor. Estas cdmaras se unieron entre si a

1000 2000 3000 4000
1000 2000 3000 4000

| i Ll
1000 2000 3000 4000

| | | | 1 ||||
1000 2000 3000 4000

Frecuencia [Hz]

Figura 5. Amplitudes de sobrepresion (en unidades arbitrarias) en funcion de la
frecuencia para sistemas cerrados con 3, 4, 5 y 6 contracciones. Izq: mediciones

experimentales. Der: cdlculos tedricos.
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Figura 6. Coeficiente de transmision para el sistema (abierto) compuesto por 6
contracciones. Izq: mediciones experimentales. Der: cdlculos tedricos.

través de tubos de longitud L, =0,0lm y de didmetro

interno 2b = 0,04 m.

Ambas configuraciones, tanto para las ondas
estacionarias como para las propagantes, fueron excitadas
mediante una sefial de ruido blanco generada desde una
PC. El sistema de deteccién consté de un micréfono de
alta sensibilidad conectado a un grabador digital Mini-
Disc Sony modelo MZ-R30.

Para determinar el espectro resonante (sistema
cerrado), se realizaron distintas mediciones para
diferentes posiciones del micréfono (Horn, 252-EM4530-
44) vy del parlante excitador (Kobitone, 253-5151) en el
interior del sistema. Esto se debi6 a que la amplitud de la
onda de presiéon medida depende de las posiciones del
parlante y el micréfono. En particular, las posiciones de
los nodos de sobrepresion cambian con los modos (atn
para el mismo sistema), y en todo momento se tratd de
evitar que éstas coincidieran con la ubicacién del
micréfono. De esta manera, el parlante y el micréfono se
ubicaron en forma conveniente para obtener las maximas
respuestas para todos los modos excitados en cada caso.

Para el caso de ondas propagantes, al sistema abierto
se le acoplé en cada extremo cafios de PVC del mismo
didmetro y de 1,5 m de largo, colocando en uno de los
extremos el parlante y en el otro el micréfono. Para evitar
las ondas reflejadas en este dltimo extremo, se introdujo
un cono de pendiente suave construido con lana de acero.

Finalmente, se destaca que la sefial sonora registrada
en cada medicion fue procesada mediante un algoritmo
programado en el entorno de Octave con el que
basicamente se realiza la transformada de Fourier de la
sefial. En el estudio se tuvo en cuenta que el sistema
parlante—micréfono tiene un espectro en frecuencia donde
se realzan algunos intervalos de frecuencia respecto de
otros, lo que puede ocasionar alteraciones en los valores
absolutos medidos.

IV. RESULTADOS Y CONSIDERACIONES
FINALES

En la figura 5, panel izquierdo, se presentan los
resultados experimentales para el caso de 3, 4, 5y 6
contracciones. En la misma figura (panel derecho), se
incluyen ademads las curvas de resonancia calculadas a
través del método de las impedancias descrito

ANALES AFA Vol. 21 (14-18) ROSARIO 2009

precedentemente. Se encuentra un muy buen acuerdo
entre teoria y experiencia. Puede observarse que las
autofrecuencias del sistema se distribuyen en grupos que
estan separados por intervalos de frecuencia relativamente
grandes. El nimero de modos para el grupo de frecuencias
més bajas coincide con el nimero N de contracciones,
mientras que los modos de frecuencias superiores se
agrupan en conjuntos de N+1 modos. Resultados andlogos
fueron previamente mostrados en el caso de una cuerda
con masas concentradas'®.

Para los valores particulares de nuestro sistema, el
grupo de modos normales de mas baja frecuencia se
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Figura 7. Coeficiente de transmision del sistema abierto
con 6 contracciones. Resultados obtenidos a partir de la
simulacion numérica descripta en Ref. 15.

encuentra en el entorno de 200 a 1000 Hz; el segundo
grupo se encuentra en el intervalo que va de 2000 a 2500
Hz, mientras que el tercer grupo de modos se encuentra en
el intervalo que va de 3900 a 4300 Hz. Se hace notar que
los valores tedricos correspondientes a este ultimo grupo
de modos, se encuentran ligeramente desplazados hacia
frecuencias por arriba de 4000Hz. Esto podria atribuirse a
las variaciones bruscas de seccién aqui consideradas que
podrian dar lugar a la presencia de ondas transversales
evanescentes. Por otro lado, los efectos de borde
producidos en cada cambio de seccién, podrian afectar de
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manera diferente para las distintas frecuencias, siendo mas
importantes para frecuencias altas (menores longitudes de
onda y comparables con las dimensiones de las
contracciones). Este tipo de efectos no estin
contemplados en nuestro modelo.

En la figura 6 se muestran los resultados
experimentales (panel derecho) y tedricos (panel
izquierdo) para el coeficiente de transmisién 7 (ecuacién
(2.10)) para el caso de seis contracciones. Se observa que
el filtro tiene intervalos de frecuencia donde Ila
transmisiéon es practicamente nula. Estas bandas
prohibidas coinciden con los rangos de frecuencias entre
grupos de modos normales del filtro cuando estd tapado
en ambos extremos (graficas inferiores de figura 5). En
consecuencia, el filtro solamente transmite en las
frecuencias que coinciden con sus autofrecuencias. Este
fenémeno es conocido como transmision resonante.

Finalmente, en la figura 7 se incluyen resultados para
el sistema abierto con 6 contracciones, obtenidos a partir
de la simulacién numérica recientemente presentada'’.
Claramente, los calculos numéricos muestran la
transmision resonante, y predicen la existencia de las
bandas prohibidas, en notable concordancia con los
resultados experimentales. De esta manera, se podria
concluir que este método numérico puede ser considerado
como una buena herramienta complementaria en el
estudio de la propagacién de ondas.
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