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Transmisién a través de barreras fluctuantes
Transmission through fluctuating barriers
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En esta comunicacién se considera el movimiento estocastico de una particula entre dos barreras fluctu-
antes. Las barreras fluctian entre un estado abierto que permite el paso de la particula y un estado cerrado
que devuelve la particula a la regién delimitada por las barreras.

El movimiento de particulas a través de medios desordenados se ha estudiado generalmente en dos aprox-
imaciones: las fluctuaciones son muy rédpidas o muy lentas cuando se comparan con la escala de tiempos
del movimiento de la particula. En el primer caso se obtiene el limite Markoviano: la particula encuentra
un medio sin memoria. En el segundo caso encontramos un desorden congelado.

Consideramos aqui la situacion intermedia en la que la frecuencia de las fluctuaciones es comparable con
la frecuencia de las transiciones en el desplazamiento. Consideramos en particular la probabilidad de
atravesar la regién delimitada por las barreras: la probabilidad de que una particula que ingresa por la
izquierda abandone la regién por la derecha. Investigamos la resonancia de la probabilidad de escape con
la frecuencia de fluctuaciones.

It is considered in this communication the stochastic displacement between two fluctuating barriers of a
particle. The barriers fluctuate between two possible states: an open state that allows the particle to pass
and a closed state that returns the particle to the region delimited by the barriers.

Particle displacements through disordered media has been generally studied in two approximations: very
fast or very slow fluctuations as compared with the time scale of particle movement. The first situation is
the Markovian limit: the particle moves in a disordered medium without memory. The second situation
corresponds to a quenched disorder.

We consider here an intermediate situation when the fluctuation frequency is of the same order as the
transitions frequency of the particle. It is calculated the probability of passing through the region between
the barriers, i.e. the probability that a particle entering at left to the region leaves this region at the right
extreme. It is found an increasing traversing probability with the fluctuation frequency.

Pacs N° 05.40+j; 05.40.-d

1 Introduccion

Diversos procesos como la difusién en vidrios o la di-
fusién de un sustrato en reacciones enzimaticas!) con-
cebido como la superacién de varios cuellos de botella
contenidos en la estructura enzimatica pueden de-
scribirse a partir de modelos de difusién a través de
barreras fluctuantes (en particular con fluctuaciones
entre dos estados)(®.

El movimiento de particulas en un medio desor-
denado fluctuante se ha estudiado frecuentemente en
una de dos situaciones extremas: asumiendo que las
fluctuaciones temporales son extremadamente rapidas
cuando se las compara con la escala de tiempos del
desplazamiento de las particulas que difunden o por
el contrario suponiendo que las fluctuaciones son ex-
tremadamente lentas comparando con la misma es-
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cala. En el primer caso puede usarse una aproximacion
markoviana en la que el sistema no guarda memoria
de las fluctuaciones. El otro caso limite corresponde a
un desorden congelado en el medio.

Mas recientemente se han comenzado a estudiar
procesos en la situacién intermedia, en la que las es-
calas de tiempo de la difusién y de las fluctuaciones
son comparables®%  lo que ha dado lugar al estudio
del fenémeno de resonancia en sistemas fluctuantes(®.

En particular se ha planteado el estudio del proceso
de transporte en un sistema de barreras fluctuantes(?),
encontrandose, en forma asintética, una mayor pro-
babilidad de transmision a través del sistema que
en ausencia de las barreras. Este resultado que
podria considerarse inesperado, puede interpretarse
considerando que atin cuando la presencia de barreras
en el extremo final del intervalo de transmisién puede
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Figura 1: Esquema del modelo unidimensional formu-
lado. La frecuencia de transiciones del caminante so-
bre la red es A\ en tanto que la correspondiente a los
cambios de estado es p. En el estado a (barreras abier-
tas) el caminante puede pasar al sitio trampa en z,,
considerandose finalizado el proceso sin transmision.
Similarmente, en el otro extremo el caminante puede
pasar al sitio trampa xp, considedndose finalizado el
proceso habiéndose efectuado la transmisién. En el
estado ¢ (barreras cerradas) las trampas en z, y
estan inaccesibles y el caminante no puede abandonar
la red.

dificultar el proceso, en el tramo inicial la presencia de
las barreras evita que la particula vuelva a la regién
de salida. Los resultados hasta aqui conocidos se han
obtenido para limites asintéticos de los parametros que
regulan el proceso de fluctuaciones.

En esta comunicacién se presenta un calculo ex-
acto para la transmisiéon en un sistema de dos barreras
fluctuantes. El modelo propuesto corresponde a una
caminata aleatoria de tiempo continuo sobre una red
unidimensional finita. En cada extremo de la red se
incluye una barrera fluctuante. Se calcula la probabi-
lidad de que un caminante que ingresa en la red por el
extremo izquierdo abandone la misma por el extremo
opuesto, denominandose a esta cantidad la probabi-
lidad de transmisiéon. La comparacion con la misma
cantidad en un medio equivalente sin la presencia de
barreras nos permite determinar el aumento debido a
la presencia de barreras.

2 Descripcion del modelo

Se formula el modelo de transmisién a través de
la region de barreras como un problema de doble
atrapamiento dindmico® en una caminata aleatoria
de tiempo continuo sobre una red unidimensional,
ilustrado en la figura 1. Cada sitio en la red se iden-
tifica por un ndmero entero x. En cada extremo de la
red suponemos la presencia de una trampa dinamica
que fluctia entre un estado abierto o activo y un es-
tado cerrado o inactivo, identificAndose con los estados
abierto y cerrado de las barreras respectivamente. Una
particula que ingresa a la red en el sitio x, 4+ 1 realiza
una caminata aleatoria de tiempo continuo sobre esta
red. La particula no puede abandonar la red cuando
las barreras estan cerradas, en tanto que cuando las
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Figura 2: Modelo de transmision en ausencia de cam-
bios de estado de las barreras. Este problema resulta
equivalente a suponer que en el esquema de la figura
1 las barreras permanecen abiertas para todo t.

barreras estan abiertas la particula puede ser atrapada
en una cualquiera de las trampas en los extremos de la
red. La transmisién a través de la regién se asocia con
el atrapamiento del caminante por la trampa ubicada
en xp. Por el contrario, si la particula es atrapada
por la trampa en z,, no se produjo transmisién. La
magnitud a calcular para el proceso de transmisién es
la probabilidad de que una particula, que comenzé en
o + 1 en el tiempo t = 0, sea atrapada en x,. Para
la consideracién del proceso de transmisién el estado
inicial de las barreras debe ser abierto.

Se supone que la particula realiza una caminata
aleatoria simétrica de tiempo continuo con transi-
ciones a primeros vecinos y dindmica de transiciones
de primer orden con frecuencia de transiciones A\ de-
scripta por la densidad de probabilidad para el tiempo
entre transiciones

o (a—'st) =

A LRI S DY D

y por lo tanto g (x - a:/;t) dt es la probabilidad de

que el caminante concluya su estadia en el sitio z
luego de un tiempo ¢t de permanencia mediante una
transiciéon & — .

La fluctuacion de las barreras, a su vez, también
se supone descripta por una dindmica de primer orden
simétrica con densidad de probabilidad para el tiempo
de permanencia en un estado particular (cerrado o
abierto) f (t) = pexp (—put). El pardmetro p es la fre-
cuencia de transiciones para el ruido dicotémico que
describe el cambio de estado de las barreras. Ndtese
que en el modelo aqui propuesto las barreras cambian
de estado sincronizadamente.

Se supone ademads que los procesos de cambio de
posicién del caminante y de cambio de estado de las
barreras son estadisticamente independientes.

3 Transmision sin barreras

En esta seccion se calcula la probabilidad de trans-
misién en ausencia de barreras (o con las barreras
siempre abiertas) como se ilustra en la figura 2. El
resultado que se obtiene permitirad establecer la influ-
encia de la presencia de las barreras fluctuantes en la
probabilidad de transmision.

Se considera en primer término el problema de una
caminata aleatoria homogénea (en ausencia de tram-

MERLO 2006 - 43


XP2200
   43 - ANALES AFA Vol. 18                                                                                                              MERLO 2006 - 43


pas) con la densidad de probabilidad para el tiempo
de pausa dado por (1). Se incluye este problema, con
resultados conocidos, a fin de presentar la notacién a
utilizar y por completitud en la presentacion.

Sea GO (2;t | 29) la densidad de probabilidad
condicionalpara el tiempo de arribo del caminante
a una posicion = en la red, condicionado a que el
caminante comience en la posicién zy. La densidad
GO (z;t | z9) debe cumplir con la relacién de recur-
rencia

GO (5t | xo) = Oz (E—0T) +

+Z¢O (w—x,;t)*G(O) (x,;ﬂwo) (2)

x

con el simbolo x se representa el producto de con-
volucién temporal entre dos funciones

f(t)*g(t)—/ot at' f(t=t")q(t")

La relacién de recurrencia en (2) puede resolverse cal-
culando la transformada de Laplace en la variable tem-
poral y la de Fourier en la espacial obteniéndose en la
representacion de Laplace

, <|m—m0|
e (a:,u|:c ) :W (3)
donde
) = S vn(e-sin)
1
g o (u)? .
1
¢ = o (u)

De aqui en méds se indica la transformada de
Laplace de una funcién del tiempo mediante la susti-
tucién ¢t — wu: f(u) = [ .dte " f(t). En la
expresion anterior g (u) corresponde a la densidad
de probabilidad para el tiempo de pausa, que en el
caso particular en consideracién (1) resulta g (u) =
A (u+XN).

Se considera a continuacién el problema de trans-
misién en ausencia de barreras que, en el esquema
propuesto, puede plantearse como un problema de
doble atrapamiento: se supone un caminante que
comienza su caminata en el sitio xg = x, +1 y la pres-
encia de dos trampas perfectas en las posiciones z, y
Tp > x4 respectivamente. El problema asi planteado
equivale a suponer en el esquema general que las bar-
reras no se cierran nunca y por lo tanto que las tram-
pas en z, v xp estan siempre accesibles. El compor-
tamiento de las trampas es tal que cuando el caminante
llega a alguna de estas posiciones es transferido in-
mediatamente a un estado de limbo del cual no puede
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regresar. El atrapamiento del caminante en el sitio zp
se asocia con la transmision del caminante a través de
la red, en tanto que el atrapamiento en x, significa
que el caminante no pudo atravesar la red volviendo a
la regién de partida. Ambos eventos, atrapamiento en
o y atrapamiento en x, son mutuamente excluyentes.
Se calcula por lo tanto la densidad de probabilidad
para el tiempo de arribo del caminante a la posicién
xp, condicionado a que no haya visitado previamente
el sitio x, i.e. la densidad de probabilidad para el
tiempo de atrapamiento en xp.

Se denota a la densidad de probabilidad para el
tiempo de arribo a un sitio genérico = de la red por
G® (x;t | o) para un caminante que arranca en la
posicién zg en t = 0. El supraindice () indica que
la densidad corresponde al problema de doble atra-
pamiento. En particular resultarian de interés los val-
ores o < o < Tp.

La densidad G (x;t | x0) puede calcularse medi-
ante una generalizacién del método de inhomogenei-
dad local planteado en(®), suponiendo una densidad
de probabilidad para el tiempo entre transiciones

w(x—x,;t): {Z)O (I_x,;t), xb;éx,/;éxa (5)

T =T,0X =X

La definicién refleja el comportamiento supuesto
en los sitios trampa: una vez llegado a alguno de el-
los la particula es transferida a alguno de los estados
limbo y no puede regresar a la red. En los demés
sitios suponemos que la densidad de probabilidad para
el tiempo de transiciones coincide con la del problema
homogéneo (1).

La densidad de probabilidad para el tiempo de
arribo deberd satisfacer una ecuaciéon de recurrencia
similar a la establecida en (2), con la sustitucién de
la nueva densidad para el tiempo entre transiciones
definida en (5)

G® (w5t | 20)=04.2,0 (t —0F) +
+Zz/10 (x —:v/;t> *G® (:v/;t | x0> -
* (6)
—g (x — ;) * G (Ta;t | o) —
—po (z — zp;t) x GO (233t | 20)

Pasando a la representacién de Laplace y cal-
culando la suma Y+ G(© (:v;u | x/> G® (x/;u | :CO)
obtenemos la ecuacién

GO (z;3u | 20)=GO (z;u | z0) —
- [G(O) (xyu | zg) — 51,%} G (zq;u | x0) = (7)
— [GO (@50 | ) = 00,,] GO (050 | o)

Evaluando esta ecuacion alternativamente en x =
T, ¥ T = xp se obtiene un sistema de dos ecuaciones
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que permiten calcular

C\wb—%\ _ Clwb—walcl%—fﬂd
1— <2\zb71a\

G® (xp;u | o) =

Haciendo uso del resultado (3). Tomando en
cuenta que el rango de interés para la solucién es
Tq < xg < Xp, €l resultado puede reescribirse como

1— <2\za710\

(t) . _ley—za 2 TS
G (xb,u | 1170) =" 1 — C2|mb—ma|

(9)
Se evalda este resultado en zy = x, + 1, dado que
G® (z;t | z0) coincide con la densidad de probabilidad
para el tiempo de transmision sin barreras. La funcién
obtenida en (9) es la transformada de Laplace de esta
magnitud, por lo que, evaluada en u = 0 resulta

G (xp;u=0]|x0) = / dt G® (xp;t| o) (10)
0

la probabilidad de transmisién, que se denota por Ej.
Suponiendo n sitios en la red (zp, — 4 = n + 1), esta
probabilidad resulta
1
n+1

Ey = (11)
Con este valor deberda compararse la probabilidad

para el sistema con barreras fluctuantes, a fin de de-

terminar si las mismas favorecen la transmisién.

4 Modelo de caminata aleatoria multiestado

En esta seccién se presenta un modelo de caminata
aleatoria multiestado sobre una red unidimensional in-
finita y homogénea. Los resultados a obtener se uti-
lizaran en la seccién siguiente para expresar la proba-
bilidad de transmisién a través del sistema de barreras
fluctuantes. El modelo en consideracién puede repre-
sentarse como una caminata aleatoria en el espacio
Q) =2 ®1i, con x la posiciéon del caminante en la red
e i el estado interno del mismo, caracterizado por la
matriz de transiciéon con elementos en la diagonal

Hi(g-) (x—:v/;t) = 1o (x—:v/;t) ek (12)
y elementos fuera de la diagonal
1Y (2 —a'st) = pe 0, (13)

Notese que en el esquema propuesto, correspondi-
ente a una caminata en ausencia de barreras, se han
descartado las tgransiciones simultaneas de posici“on
y estado interno por ser de segundo orden en dt.

El esquema aqui propuesto corresponde por lo
tanto al esquema general de la figura 1, en ausencia de
barreras y trampas. Dada la suposicién de dindmica
markoviana para ambos procesos, esta matriz no pre-
senta los problemas de regeneracién del sistema(”), que
surgen en la construccién de una matriz de transiciones
mas general.
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Se introduce a continuacion la densidad de proba-
bilidad para el tiempo de llegada al sitio (z,7) para un
caminante que arranca en t = 0 en (zo,ig), denotada
como GZ(-)TU) (x;t| o). Esta densidad de probabilidad
debe satisfacer la relacién de recurrencia

GV (5 | @) = 80,000,100 (£ — 0F) +
, , 14
+ZH§2) (a:—:z: ;t) *G;ZIO) (:17 it | xo) (14)
m/,j

La ecuacién puede resolverse pasando a la repre-
sentacion de Fourier - Laplace. La solucién que se
obtiene en la representacion de Laplace, expresada en
términos de la densidad monoestado (3), es

1 |9+ (@ —z0)g- (x—x0)

G (s w0) = 55

(15)
g (x — x0)g+ ( — x0)

siendo ¢ y R los simbolos introducidos en (4) y con las
definiciones

Pyt = utA+p
_ |z—x0]
C\z o] <+
_ — +
5 R (16)
R - V (i) L
A
2
‘. u—l—)\)\—i- B R,

La simetria de la solucién hallada refleja la simetria
supuesta tanto para el proceso de difusién del cami-
nante como para el de fluctuaciones de las barreras.

5 Transmision con barreras fluctuantes

En esta seccién se considera la transmision a través
de un sistema de dos barreras fluctuantes mediante un
modelo de caminata aleatoria multiestado. La cami-
nata tiene lugar sobre una red inidimensional como se
ilustra en la figura 1 y se discutié en la seccién 2.

La matriz de transiciéon para un sitio regular de red
es la descripta en (12) y (13). Para los sitios trampa
sera

Heo(x —m;t) = g gp,410 (t — O+) (17)

para los estados inicial y final de las barreras cer-
radas, con el signo “+” para xy = z, y el signo “-”
para z; = xp. Este elemento de matriz corresponde
a una condicién reflectante: cuando el caminante in-
tenta una transicion a los sitios trampa, con las bar-
reras cerradas, es devuelto al sitio de partida. Los
demas elementos de matriz para los sitios trampa son
idénticamente nulos, correspondiendo al hecho de que
el caminante no puede permanecer en las trampas ni
abandonar la posicién con las barreras abiertas. Para
este estado de las barreras la transicién del caminante
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a la posicion de las trampas implica su inmediato atra-
pamiento.

Se denota por Gz(iz (x;t | zo) la densidad de pro-
babilidad para el tiempo de arribo del caminante al
estado (z,4) suponiendo que partié del estado (z, 7).
Esta matriz debe satisfacer la relacion de recurrencia

)

1,%0

(I;t | ZC()) :5ac,x05i,ig5 (t - 0+) +

ZHZ-J (:v —x/;t) *ngll (x/;t | xo)
z’,j

(18)

Para resolver esta ecuacién la reescribimos en la
representacion de Laplace como

+ZHZ-(2) (:17 —:c/;u) G%?} (x/;u | :co,io)

(f) (19)
— Z Ajj (x —x4q) G (Tasu | o)

— Z Agj (x — xp) Gg,le (xp;u | xo)
J

donde se han introducido por comodidad los simbolos

A (x—x/) = {H” (:E—x/;u) _Hi(g) (x—x/;u)}

Calculando
ZGEZ?) (x;u | :v/) Ggfli (x/;u | :Co)
m/,j

y haciendo uso de la relacién de recurrencia (14) obten-
emos la ecuacién

G (w0 | o) = GV (w50 | o) —

2,20 7;77:0
= 20 D (5] ) = Gi0e.e,] G, (s | 0) =

j
=3 D (@3 | @) = 835000, ) G (o | o)
J
(20)
donde hemos definido
Xi,j (x;u | a:/) = GZ(-?) (x;u | :c/) —
- ZGgT) (5w | =) Hy (xl - ZC/;U)

l,mi

(21)

z . / oy
Notese que si x es un sitio regular de red
’ .7
Xij (:1:; ulz ) = 4;,j0, . de acuerdo con la ecuacién
(14). Evaluando en « = z, y © = x3 obtenemos un sis-

tema de dos ecuaciones matriciales que nos permiten
resolver

G (@i | wo) = 0 [Vit] 1Gal,,
: ,

(22)
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Figura 3: ganancia en la probabilidad de transmisién
para el sistema de barreras fluctuantes. E; es la pro-
babilidad de transmisién para el sistema de barreras
fluctuantes, Ey la correspondiente al sistema sin bar-
rerasy fiq es el parametro definido en (24). Se ilustran
los resultados para distintos valores de n (nimero de
sitios en la red). Notese el aumento de “ganancia”
para redes mas largas.

con las definiciones de las matrices auxiliares

Vi =x"" (wp3u | wa) X (w50 | 2p) —
=X (zasu | 20) X (Taju | )
(23)
G =x""(2p;u | 24) G™ (wp;u | w0) —
X! (Tasu | z4) Gm (Ta3u | 20)

Adn cuando la estructura de la solucién (22) es
algo complicada, conviene senalar que es un resultado
exacto en la representacién de Laplace. En particular
el elemento de matriz G((zf()l (b3t | xq + 1) es la funcién
que da la probabilidad para el tiempo de transmision
a través del sistema de barreras fluctuantes, dado que
tanto para el ingreso como para el egreso de la regién
de difusion, las barreras deben estar abiertas.

Evaluando en u = 0 el resultado obtenemos la pro-
babilidad de transmisién

E_{ 1—pnt! n+1
T 0= pa) (T =) " 2

0 oo
=28 41— /L (B4
Ho ==X PRV
Este resultado se compara con Ey en (11) para eval-
uar si la fluctuacion de las barreras favorece la trans-
misién. Encontramos asi que el cociente

}1 (21)

(25)

n+1 -1

ﬂ:{ﬂ L pat ! ] (26)
Eo [2 (I-pa)A=pg)n+1

resulta > 1 en todo el rango de valores de p,, dado
que po > 1. Los valores obtenidos se ilustran en
la figura 3. Obsérvese que a valores mayores de n
mayor es la ganancia en el proceso de transmision,
alcanzandose para valores menores de el limite
asintético Ef/Ey = 2.
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