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La evolucion de un sistema constituido por dos o mas fluidos miscibles involucra el mezclado de los mismosy no
siempre cuenta con |la presencia de interfases bien definidas. En estos casos se suelen definir lineas de nivel cuyas
propiedades resultan de interés. Estudiamos aqui la determinacién de la velocidad de corrientes de gravedad a
partir de las lineas de nivel obtenidas de iméagenes generadas en los experimentos de laboratorio aprovechando
que laintensidad en laimagen esta asociada con la densidad o la altura del fluido en movimiento, y la evolucion
del sistema fisico con la variacion temporal en la direccion perpendicular alas lineas de nivel. Estas suelen tener
formas irregulares que varian significativamente con el tiempo a diferencia de los contornos de objetos fisicos
con interfases bien definidas como gotas o burbujas. Las principales dificultades encontradas se resolvieron
aplicando un algoritmo novedoso basado en los polinomios de Bezier racionales y métodos estadisticos sobre los
puntos que conforman lalinea de nivel.

The evolution of a system constituted by two or more miscible fluids involves the mixing of the fluids and the
presence of interfaces that not always are well defined. In these cases it is usua to define contour lines whose
properties are of interest. We study here how to determine the velocity of gravity currents fronts by using contour
lines obtained from images generated in laboratory experiments in which the intensity in the image is associated
with the density or the height of the moving fluid, and the physical system evolution is related with the time
variation in the perpendicular direction to the contour lines. These lines usualy are very irregular and vary
significantly with time in contrast to the contours of physical objects with well defined interfaces as drops or
bubbles. The main difficulties found were solved applying a novel agorithm based on the Bezier rational
polynomial and statistics methods on the points that form the contour line.

1INTRODUCCION

La velocidad del cambio de las variables fisicas que
describen propiedades de la atmésfera, rios y océanos,

bien desarrollada técnica particle tracking velocimetry se
basa en este concepto ¢,
El procesamiento digital incluye la identificacion de

como temperatura, densidad, salinidad, etc., puede
calcularse a partir del procesamiento de una secuencia de
imagenes. En general esta velocidad esta relacionada con
la adveccion del flujo, es decir con su accion de arrastre, y
entonces e cdlculo de la misma se basa en métodos
conocidos de identificacién y seguimiento de algunas
caracteristicas directamente de la distribucion de
intensidad en lasiméagenes .

Si las imégenes de la secuencia de interés poseen
zonas de diferente intensidad o color, entonces la
identificacion de tales zonas es relativamente simple. En
caso contrario, y como ocurre muchas veces con €l
modelado en el |aboratorio de diversos flujos naturales, se
recurre a las técnicas basadas en el agregado de dos tipos
de materiales. activos, cuando bajo ciertas circunstancias
reaccionan quimicamente o emitiendo fluorescencia, o
pasivos, cuando sus propiedades no cambian durante €l
experimento. La inyeccion de tinta en flujos liquidos y de
humo y vapor en flujos de aire © son ejemplos comunes
de trazadores pasivos usados en las experiencias de
laboratorio. También suelen agregarse burbujas, gotas o
particulas. Estos elementos tendrén la misma velocidad
del fluido si su tamafio es suficientemente pequefio y su
densidad es casi la del fluido, de modo que no existan
diferencias de aceleraciones importantes respecto de
aquellas particulas que componen €l flujo. Por gjemplo, la
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caracteristicas especiaes de la distribucion de intensidad
de las imagenes, consideradas invariantes 0 que varian
lentamente. Tal reconocimiento suele realizarse por
medio del método de correlaciones cruzadas méximas
(MCC) @*. La distribucién de intensidad de una
subregién de la imagen se busca en una region mayor en
la imagen siguiente calculando €l coeficiente de
correlacion en todas las posiciones posibles. La ubicacion
del méximo de correlacién cruzada calculado se identifica
con la nueva locdizacion de esa distribucion de
intensidades, y e vector desplazamiento entre las dos
posiciones permite calcular la velocidad promedio durante
el tiempo (usualmente pequefio) comprendido entre las
dos imégenes. También pueden emplearse técnicas de
suavizado espacia y/o temporal para facilitar €l
reconocimiento, y de localizacion subpixel para mejorar
la precision de |os resultados 9.

Otras situaciones fisicas plantean la necesidad de
conocer una velocidad que estd indirectamente
relacionada con la distribucién de intensidad. Por
giemplo, la evolucion de una corriente de gravedad de un
fluido miscible en el interior de otro fluido miscible
originalmente en reposo, involucra e mezclado de los
mismos y la ausencia de interfases bien definidas.
Ademés e movimiento del fluido no corresponde en
general @ movimiento de la corriente en su conjunto v,
excepto para bordes especificos, resulta dificil calcular las
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velocidades asociadas a la corriente a partir de una
secuencia de imagenes del sistema. No obstante, se
pueden definir lineas de nivel de intensidad estableciendo
contornos cerrados cuyas propiedades y evolucion
resultan deinterés.

En este trabgo presentamos un método para
determinar la velocidad del frente de un flujo a partir de
las lineas de nivel obtenidas de imégenes generadas en
experimentos de laboratorio. La intensidad en la imagen
estd asociada con la densidad o la atura del fluido en
movimiento, y la evolucién del sistema fisico se relaciona
con la variacion temporal en la direccion perpendicular a
las lineas de nivel. Aqui, e méodo MCC y otros
and ogos no resultan aplicables.

A continuacion se describe el algoritmo desarrollado
para obtener la velocidad. Este consiste en someter una
secuencia de imagenes generadas en un experimento de
laboratorio a un proceso de determinacion de contornos
© mediante el cual se extraen las coordenadas asociadas
con los puntos del contorno. Luego se calcula la recta
tangente de mejor gjuste en cada punto de la linea
anadlizada empleando la informacion de los puntos
vecinos, y de su perpendicular se determina la direccion
del vector velocidad. La magnitud de la velocidad, por
otra parte, se determina por € punto asociado en la
imagen siguiente. Las lineas de nivel por lo general tienen
formas irregulares que varian con €l tiempo, a diferencia
de los limites de objetos fisicos como gotas o burbujas
@D Esto agrega dificultades adicionades que se
resolvieron aplicando un nuevo agoritmo basado en los
polinomios de Bezier racionales, el cual es presentado en
la Seccién 3.

La Seccion 4 se dedica a mostrar algunos resultados,
primero aplicando la metodologia a contornos sencillos
para verificar el algoritmo, y luego a lineas obtenidas de
imégenes de experimentos que involucran corrientes de
gravedad. Finalmente, las conclusiones son presentadas
en la Seccion 5.

2 DETERMINACION DE LA VELOCIDAD

Las lineas de nivel de interés en cada una de las
imégenes estan definidas por medio de las coordenadas
(%, ¥;) de un conjunto de puntos. Por lo tanto, en primer
lugar se procede alaidentificacion y seguimiento de cada
uno de los contornos u “objetos’ en la secuencia de
imégenes. Para ello, se recurre a algoritmos especiales ©,
ya que estos objetos cambian con el tiempo su forma,
tamafio y €l nimero de puntos que los definen. Luego se
calcula la velocidad de cada regién de las lineas de nivel
correspondientes a cada imagen como mostramos a
continuacion.

La Figura 1 muestra un esguema general de los
procesos aplicados desde la secuencia de imagenes hasta
la visualizacion de los resultados. El orden de los
procesos empleado en este trabajo responde a la forma de
trabajar con el tipo de iméagenes utilizadas en la Seccidn
4. Otros tipos de iméagenes podrian requerir un orden
diferente o pasos adicionales.

La Figura 2 muestra los puntos que conforman las
lineas de nivel en dos instantes consecutivos. Se recorre €l
archivo de la primera linea tomando un punto Ay los n
puntos vecinos, de modo que A tenga la ubicacién central
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del conjunto, y se calculalarecta de mejor guste. El valor
de n tiene que ser suficiente para reducir las
irregularidades pero no excesivo para perder la
informacion relevante.

E B

Obtencion de contornos

5 B
Caracterizacion de objetos

. B

I dentificacion de objetos en la
secuencia

. B

Asociacién de puntos en
€oNntornos Sucesivos

. =

Curvas aproximantes y
determinacién de la velocidad

. B

Graéfi
velocidad

Figura 1: Esguema general de los procesos aplicados desde la
secuencia de imagenes hasta la visualizacion de |os resultados
para la determinacion de la velocidad.

puntos al empo t + &

puntos al tempo t

Figura 2: Puntos de una linea de nivel en dos tiempos
consecutivos. La recta de mejor ajuste que pasa por A se
calcula con los n puntos resaltados.

Larecta perpendicular alalinea de nivel que pasa por

el punto A = (Xa, Ya) €S
Yy = phx+ b, D
donde py =-1/pa Yy by =ya - PhXa. Lapendiente pa
de larecta tangente se determina por medio del método de
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cuadrados minimos. Para ps > 1, su valor se cacula a
partir de la recta x= x(y) en vez de (1) para reducir los
errores.

El siguiente paso consiste en determinar e punto B de
la linea de nivel para t+Dt asociado a punto A. La
determinacion de B es compleja debido a las
irregularidades de las lineas de nivel y la presencia de
otros puntos cercanos a la recta perpendicular en otras
partes del contorno. La técnica que ofrece mejores
resultados consiste en:

§ Seleccionar un conjunto de puntos entre |0s vecinos
del punto B hallado en el paso anterior.

§ Encontrar los (10) puntos cuyas distancias d a la
recta (1) sean las menores del conjunto.

§ Entre éstos, elegir aquel de menor distanciaal punto
B anterior, ampliando el valor de d en forma paulatina.

Las irregularidades de los contornos pueden originar
errores importantes en e cdculo de vector
desplazamiento asociado a A. Por e€emplo, la
determinacion del punto B como extremo del vector
desplazamiento con los requerimientos anteriores da lugar
avariaciones importantes del médulo y la direccion de un
punto a siguiente. En consecuencia, es fundamental
efectuar un procedimiento de suavizado a lalinea de nivel
enel tiempo t +Dt .

Existen varias técnicas bien conocidas para suavizar
una linea definida por una serie de puntos, tales como el
promediado, los filtros de Fourier, etc. 2. Sin embargo,
resulta més sencillo y répido emplear la curva
aproximante que realice directamente e suavizado
buscado, eliminando de esta manera la necesidad de un
proceso separado. Se encontré que los polinomios de
Bézier modificados en una forma particular son Utiles
para este proposito.

Con la curva de mejor gjuste a contorno en t + Dt se
calculan los puntos D y E a partir de la interseccién entre
la recta perpendicular (1) con las curvas de mejor guste
dadas por los polinomios de Bézier modificados aplicados
an puntos alrededor de A 'y B, respectivamente. Luego se
determinan las variaciones DX =Xp- Xz Y Dy =Yyp-Ye. La

velocidad resulta V= (Vx,Vy) donde v, =Dx/Dt,
vy =Dy/Dt y Dt es e tiempo transcurrido entre las

capturas de las dos imagenes. Este procedimiento se
realiza para cada uno de los puntos A gue conforman las
lineas de nivel en laimagen a tiempo t.

3 APROXIMACION POLINOMICA Y
POLINOMIOSDE BEZIER

La construccion de la curva de aproximacion de una
nube de puntos se basa en la generacion de una funcion
continua y derivable que pase cerca de los puntos. Estas
son diferentes de las curvas de interpolacion que pasan
por cada uno de los puntos, y reproducen las
irregularidades de la nube de puntos. Asi las curvas
aproximantes tienen la ventaja de agregar un suavizado de
las irregularidades. La regresion polindbmica, y en
particular la conocida regresion lineal, es un g emplo.

Considérese una nube de n+1 puntos P, Py, Ps,... Py

con coordenadas (Xo,Yo), (X1,Y1), (X2,Y2),..-(%Yn). En la
aproximacion polinomial de grado m = n la curva
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aproximante es dada por:
m .
y=&aax . @
i=0

Param=n el polinomio pasa por todos los puntosy es
una interpolacion. Los coeficientes a; surgen entonces de
resolver n+1 ecuaciones algebraicas ™. La interpolacion
polindmica suele introducir oscilaciones importantes
cuando m> 3.

Para m < n los coeficientes a pueden obtenerse
utilizando € método de cuadrados minimos, e cual
minimiza la suma de los cuadrados de las desviaciones en
e ge y ™. Alternativamente, puede emplearse la
regresion lineal en la forma x = x(y). En este caso, los
coeficientes a, se hallan haciendo minima la suma de los
cuadrados de las desviaciones en € gex.

El polinomio de Bézier de grado n es ®?:

P(s) = _gOPi Bin(S), (©)

donde P(s) = (xy) es € punto dado por la curva
aproximante para un dado valor del pardmetro s,

Bin(s)=C(ni)d (1- s)™' son funciones definidas en e

intervalo [0,1] y C(n,i)= ﬂniy :

i)

Los n+1 puntos P; que generan la curva son puntos
de control, los cuales definen el poligono que incluye la
curva aproximante y actdan como atractores de la curva.
Las funciones B;,(s) ponderan la importancia de cada
vértice del poligono de control en la obtencién de la
curva. El principal inconveniente es que pueden
producirse curvas con bucles cuando € nimero de puntos
es elevado y €l poligono definido no es convexo. Para
solucionar este inconveniente suele recurrirse a la técnica
de spline, i.e, a la construccion de la curva por
composicion de varias curvas elementales de Bézier
consecutivas.

La curva de Bézier raciona introduce factores de peso
w; que modifican laimportancia de cada punto i:

n
'éOBi n (S) Pi wi
P(s)="0———. 4)
'é Bin (S)Wl
i=0

Cuando los factores de peso tienen un valor constante
se obtienen las curvas de Bézier usuales (3). La
modificacion de los factores de peso agrega un grado de
libertad adicional que puede ser usado en diferentes
formas.

Sin embargo, cuando n es grande (por giemplo n+1 >
6) laregion central de lacurva (s » 0.5) précticamente no
se ve afectada por los puntos iniciales o finales, y ademéas
los célculos de C(n,i) se complican innecesariamente. La
escasa contribucion de los puntos més alejados es dificil
de contrarrestar incluso en los polinomios de Bézier
racionales con factores de peso de varios érdenes de
magnitud mayor en los extremos s» 0y s» 1 respecto del
gue corresponde a centro del intervalo.

Debido a estos problemas, se ensayaron varias
posibilidades para disminuir el grado del polinomio sin
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perder lainformacion que aportan todos y cada uno de los
puntos. Una aternativa simple que dio resultados
satisfactorios consiste en realizar un promediado entre m
puntos consecutivos, y considerar el punto resultante
como punto de control en el polinomio de Bézier. De esta
forma, e grado del polinomio se reduce de n a

n+1 ,
=——- 1y el nimero de puntos de control ar+1.
m

En efecto, sean los puntos de control F’I dados por

1 (i+1) m-1
a

Pk » ©)
M ="m

donde los Py son los puntos de la nube y m es un
parametro externo que define la cantidad de puntos a
compactar. En este caso (4) puede expresarse como

! *
_é-OBi I (S) Pi wi
— I=
P(s) = = ——. 6)
'é Bir (S)\Ni
i=0

De esta manera, € grado r del polinomio de Bézier se
asigna en forma independiente a n de acuerdo a las
necesidades.

Luego de algunos pasos agebraicos, la funcién P(s)
delaEc. (6) setransformaen:

ni
&= Bqr(s)Piwq
P(s)= =07 , (7)
.équyr (s)wq
1=
donde g esla parte enterade i/m.

Comparando (7) y (4), resulta que By, /m cumple la
funcién de B, en la férmula de Bézier raciona. De
manera similar puede modificarse la formula basica de
Bézier (3) a

P(s)= & 85y ()P 6)

donde Bg (s) = Bi n(s)/m.

Los célculos se simplifican a disminuir € valor de m
en el conjunto de C(r,i). Ademés disminuye la cantidad de
célculos porgue se utiliza e mismo coeficiente B;, para
varios puntos.

La Figura 3 muestra las curvas obtenidas para n+1=40
puntos al aplicar diferentes aproximaciones. Como puede
observarse, las regresiones lineal y cuadrdtica son
simplificaciones extremas para aproximar muchos puntos,
especiadmente cuando la nube de puntos se aparta
considerablemente de una recta o pardbola,
respectivamente.

Las curvas de Bézier (6) y (7) siguen la nube de
puntos suavizando las variaciones de posicion entre
puntos continuos. En particular, la curva de Bézier
racional (7) empleando los factores de peso descriptos no
difiere de la curva de Bézier (6). Las curvas de Bézier
modificadas ™, por su parte, dan como resultado una
curva aproximante gue tiene un suavizado mayor, aungue
menor que el de lasregresiones lineal y parabdlica.
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Figura 3: Curvas de aproximacion calculadas con |os puntos
resaltados.
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Figura 4: Curvas de Bézier modificados para diferentes m
utilizando r=7 y diferentes nimeros de puntos.

El pardmetro m regula el suavizado de los polinomios
de Bézier modificados. La Figura 4 muestra los resultados
cuando se utiliza el polinomio de Bézier modificado ™
manteniendo el grado r = 7 del polinomio para aproximar
el valor en un dado punto para diferentes valores de m. De
esta manera se incorpora la informacién de puntos méas
algjados mientras se disminuye la importancia de los
puntos intermedios aumentando m = (n+1)/(r-1), y como
resultado se obtiene un mayor suavizado de las
variaciones de la nube de puntos.

4 RESULTADOS

Comprobamos €l funcionamiento de los agoritmos
aplicandolos a secuencias de imégenes que contienen
contornos de prueba, con resultados predecibles. La
Figura 5 muestra las lineas de nivel para un circulo que se
deforma. La direccién de los vectores depende de la
ubicacion relativa del contorno en los dos tiempos. La
velocidad es nula en los puntos donde los contornos
coinciden para ambos tiempos, y es méxima para los
puntos mas alejados de ellos.
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La Figura 6(a) muestralas lineas de nivel obtenidas de
las iméagenes, las que contienen pequefias irregularidades
generadas por €l tamafio finito de los pixeles, incluso para
objetos bien definidos y empleando agoritmos de
precision subpixel como se hizo agui . Estas pequefias
irregularidades son suavizadas adecuadamente por los
polinomios de Bezier usados. La Figura 6(b) muestra el
suavizado obtenido de lalinea en un nivel determinado en
dos tiempos por los puntos E y D, suprimiendo las
irregularidades indeseadas de las lineas originaes. De
estas curvas suavizadas obtenemos el campo de vel ocidad
con irregularidades mucho menos significativas, como
ilustrala Figura 6(b).

350
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300 o = 3
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200 - % ) E\\T‘ /f,
Ea;/)’ B SUNUNPNE.
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150 E{/_;/{/-/L‘Ll\w
100 T

T T T T
100 150 200 250 300 350 400
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Figura 5: Velocidad para un circulo que se deforma. Los cuadrados
magentas son algunos de los puntos (A) de la linea de nivel inicial;

los cuadrados azules (E) resultan de la curva de aproximacion.
Los circulos verdes (B) pertenecen a la linea de nivel en un
tiempo posterior, mientraslos circulosrojos (D) a la curva de
aproximacion correspondiente.
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Figura 6: Ampliacidn de los contornos mostrados en la figura 5
mostrando |os vectores de vel ocidad obtenidos a partir de los
puntos:(a) AyB,y(b) DYE.

Laevolucion del frente de un flujo denso en el fondo
de un canal de seccion transversal rectangular lleno de un
fluido mas liviano inicialmente en reposo, se muestra en
la Figura 7 para cuatro tiempos y los respectivos vectores
velocidad para cinco tiempos en la Figura 8.

Estos resultados permiten obtener informacion
relevante de la evolucién del correspondiente sistema
fluidodinamico. La parte mas avanzada de la corriente
densa (que se mueve sobre el fondo haciala derechade la
Figura 8) tiene una aceleracién horizontal no uniforme
con la profundidad. La componente horizontal de la
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Figura 7: Lineas de nivel de valor intermedio (en color cian)
para lasimagenes obtenidasat = 0.33, 67, 84sluego dela
liberacion de un volumen finito de fluido denso en otro mas

liviano.

Figura 8. Distribucién de velocidad correspondiente a las
primeras lineas de nivel. Por claridad solo se representa un
vector velocidad cada diez datos.
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velocidad tiende al valor del régimen estacionario de
propagacion en el tiempo de captura de las Ultimas tres
imégenes, aun cuando todavia no se ha formado la tipica
cabeza de la corriente de gravedad . La corriente del
fluido menos denso (que se mueve debajo de la superficie
libre hacia la izquierda de la Figura 8) tiene una
aceleracion menor y aln no ha alcanzado la velocidad
estacionaria en los Ultimos contornos representados. Las
lineas de nivel en profundidades intermedias coinciden,
de modo que € fluido denso de la mitad superior del
tanque pasa a la mitad inferior sin una modificacién
apreciable del contorno en esas profundidades. Esto, sin
embargo, depende de la densidad relativa entre los fluidos
y la forma de la seccién transversal del cana ™. Cabe
sefialar que esta informacion sobre la velocidad en
particular, y sobre otros pardmetros de interés para la
dinamica de los flujos estudiados, se obtiene por medio de
experiencias que involucran e agregado de colorantes.
Las mismas son sencillas y reguieren menos
equipamiento y programas y procesamientos mas simples
gue cuando se emplean las diagnosticas para la
determinacion de la velocidad basadas en el seguimiento
de particulas trazadoras ®.

5 CONCLUSIONES

Se ha desarrollado una técnica para obtener € campo
de velocidad de una corriente a partir de lineas de nivel
obtenidas de imagenes sucesivas. Esto permite cuantificar
la velocidad con que se mueven las diferentes zonas de
una corriente cuyo movimiento no coincide con el de las
particulas de fluido. Los mayores inconvenientes estén
relacionados con las irregularidades de los contornos, ya
gue la velocidad depende de sus variaciones. Estas
dificultades se resolvieron aplicando algoritmos
matematicos estadisticos de los puntos que conforman la
linea de nivel y desarrollando una modificacion a los
polinomios de Bézier que permite independizar €l grado r
del polinomio del nimero n+1 de puntos de control.
Disminuyendo r se obtiene una curva més suavey facil de
calcular que con las formulas usuales (n = r), lo cua
permite eliminar procesos de suavizados independientes
anteriores o posteriores a la aproximacion de la nube de
puntos.

De esta manera, surgi6 un algoritmo sencillo y robusto
para cacular la velocidad de las lineas de nivel, y por
ende e campo de velocidad en la interfase entre dos
fluidos miscibles en movimiento. Si bien en este trabgjo
las imégenes son obtenidas de experimentos especificos
gue involucran corrientes de gravedad, las ideas y
algoritmos aqui desarrollados pueden aplicarse para la
determinacion de la velocidad en un amplio rango de
problemas.
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