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Se realiza un anélisis comparativo entre tres modelos de particulas compuestas correlacionados.
Estos son modelos de campos de gauge U(1) x U(1) no relativistas cldsicos para la interaccién
electromagnética de dichas particulas en dimensiones (241). Los modelos contienen un campo U (1)
de Chern-Simons y el campo electromagnético, y describen tanto un sistema de bosones compuestos
como uno de fermiones compuestos. Se considera explicitamente el segundo caso. La comparacién
se establece en base a los resultados obtenidos mediante el formalismo Hamiltoniano de Dirac para
sistemas vinculados. Se proponen posibles aplicaciones de dichos resultados.

Palabras claves: Teoria cudntica de campos. Bosones y fermiones compuestos

A comparative analysis between three correlated models of composite particles is made. These are
classical nonrelativistic U(1)xU (1) gauge field models for the electromagnetic interaction of these
particles in (2+1) dimensions. The models contain a Chern-Simons U (1) field and the electromag-
netic field, and they describe both a composite boson system or a composite fermion one. The second
case is considered explicitly. The comparison is performed on the basis of the results obtained by
means of the Dirac Hamiltonian formalism for constrained systems. Possible applications of these

results are proposed.

Keywords: Quantum field theory. Composite bosons and fermions

I. INTRODUCCION

Como es bien sabido, la teorfa de particulas com-
puestas [1] tiene significativa relevancia en la compren-
sién del efecto Hall cudntico en sus aspectos entero y
fraccionario, y ademads plena vigencia. Estas particu-
las pueden ser de dos tipos: bosones compuestos (BC)
[2] y fermiones compuestos (FC) [3].

Estamos interesados en estudiar la interaccién elec-
tromagnética de particulas compuestas en dimen-
siones (2+1).

Por esto, hemos propuesto y analizado [4-6] tres
modelos correlacionados de particulas compuestas.
Estos son modelos de campos de gauge U(1) x U(1)
no relativistas cldasicos que contienen dos campos de
gauge U(1), un campo de Chern-Simons (CS) a, [7] y
el campo electromagnético A,,.

En el presente trabajo, realizamos un estudio com-
parativo desde el punto de vista cudntico candénico
entre dichos modelos, considerando los resultados
obtenidos en base al formalismo Hamiltoniano de
Dirac para sistemas vinculados [8,9].

Por otro lado, planteamos posibles aplicaciones de

dichos resultados en los contextos de la teoria cudntica
de campos y de la materia condensada.

En un trabajo posterior, llevaremos a cabo un
andlisis comparativo entre los modelos citados pero
en el ambito de la cuantificaciéon via integral de
camino de Feynman, utilizando los formalismos de
Faddeev-Senjanovic [10] y de Becchi-Rouet-Stora-
Tyutin (BRST) [9,11].

El trabajo estd organizado como sigue: En Sec. II,
describimos las densidades Lagrangianas de los mo-
delos. Luego, en Sec. III, comparamos las densidades
Hamiltonianas canénicas, los vinculos de segunda y
primera clase y las condiciones de fijado de gauge.
Msds tarde, en Sec. IV, hacemos lo propio con las
variables de campo determinadas y los paréntesis de
Dirac. Posteriormente, en Sec. V, construimos las al-
gebras de vinculos y Hamiltoniano de primera clase.
Después, en Sec. VI, proponemos aplicaciones de los
resultados encontrados. Finalmente, en Sec. VII,
damos nuestras conclusiones.
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II. DENSIDADES LAGRANGIANAS

El modelo bésico que hemos considerado estd des-

cripto por la siguiente densidad Lagrangiana singular
[4]:

LY = L9 4 Loy, (2.1)

donde

, 1 - I
Fo = i Do DR oo a,d,ap,
(2.2a)

Lem = —%FWF“”. (2.2b)

En Ecs. (2.2), los indices griegos toman los valores
wv,p=0,1,2.

Empleamos unidades naturales en las cuales h =
c = 1. La métrica Minkowskiana es g,, =
diag(1,—1,—1) y e"2 =¢'2 = 1.

En Ec. (2.2a), la derivada covariante, la cual in-
volucra tanto al campo de gauge U(1l) de CS a,
como al campo electromagnético A, estd dada por
D, = 0, —ia, —ieA, (tomamos la carga del electrén
como —e) y ademds D? = D? + D3. El campo de ma-
teria 1 es un campo espinorial cargado que describe
FC. m. y p son la masa efectiva y el potencial quimico
de los electrones, respectivamente. ¢ es la intensidad
del tubo de flujo en unidades del cuanto de flujo 27.
(Fijamos el valor de la carga ficticia de cada particula
que interactia con el campo de gauge ficticio en la
unidad.)

En Ec. (2.2b), F),, es el tensor del campo electro-
magnético.

Por medio de la expresién de la derivada covariante,
reescribimos Ec. (2.2a) como sigue:

T+1 T—1
= iyl + it o'y
1 N
+9' (ag + edo) ¥ + — ¢ DX
2Me

1 v
—ppTep + ma" Pa,0,a,. (2.3)

En esta ecuacién, el término fermiénico cinético estd
escrito en la forma general a través del pardmetro ar-
bitrario 7 [9].

Por otro lado, propusimos generalizar este mode-
lo adicionando diferentes términos a la densidad La-
grangiana (2.1).

Asi, en Ref. [5], agregamos un término de masa
topoldgica para el campo electromagnético y términos
de interaccién entre los campos de CS y electromag-
nético.

De esta manera, consideramos la siguiente densidad
Lagrangiana singular, més general que la dada por Ec.
(2.1):

LD = LG + Lim + Lint, (24)
donde L% estd dada por Ec. (2.3) y
L e 1 v
Etm = %E AN&,AP - ZFHVF s (25&)

6 v 6 v
Lint = Cﬁefu ? (a0, Ap + Apdyay) + Um—efuuF” .

(2.5b)

En Ec. (2.5a), el primer término del lado derecho es
el término de masa topolégica para el campo electro-
magnético. La masa topoldgica estd dada por 27 /o
y asf el flujo magnético real ligado a los electrones es
eo /2.

En Ec. (2.5b), L;n: es la densidad Lagrangiana
correspondiente a la interaccién entre los campos de
gauge y fu. es el tensor del campo de CS. Ademds, en
dicha ecuacion, el término de CS estd escrito de ma-
nera tal de obtener expresiones simétricas para los mo-
mentos canénicamente conjugados correspondientes a
los campos de gauge.

Asi, encontramos que las ecuaciones correspondien-
tes al caso interactivo puro pueden ser obtenidas di-
rectamente de las correspondientes a este ltimo mo-
delo, cancelando los términos con masa topolégica.
Por el contrario, las ecuaciones correspondientes al
caso topolégicamente masivo puro no pueden ser en-
contradas de las correspondientes a dicho modelo can-
celando los términos de interaccién entre los campos
de gauge.

Por esta razon, hemos considerado el caso topoldgi-
camente masivo puro [6].

De esta manera, partimos de la siguiente densidad
Lagrangiana singular:

LB = L5 + Lo,

donde L' y L estdn dadas por Ecs. (2.3) y (2.5a),
respectivamente.

Por otro lado, notemos que un sistema de BC puede
ser tratado en forma similar, la tinica diferencia es que,
en este caso, el campo de materia es un campo escalar
cargado.

(2.6)

III. DENSIDADES HAMILTONIANAS
CANONICAS, VINCULOS DE SEGUNDA Y
PRIMERA CLASE Y CONDICIONES DE
FIJADO DE GAUGE

Para los tres modelos analizados, los momentos
canénicamente conjugados a las variables de campo
dindmicas independientes A7 = (a#,Ay,@ba,q/zg) son
PT = (p* PY,nl, 7mp), respectivamente. En estas
ecuaciones, el indice compuesto Z adquiere valores
sobre las componentes de las diferentes variables de

campo y los nuevos indices griegos toman los valores
a,f=1,2.
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Las densidades Hamiltonianas candnicas son:
(a) Para el modelo bésico:

HWY = —%PiPi +F, (3.1)

donde

1 1 . .
F = ———c¥qyd; a; +p $0;a0 + —F; FV 4+ P'0; A
4 4
1
Tory _ opt

+u" — " (a0 + eAo) P - (32)

En estas ecuaciones, los indices latinos toman los va-
lores ¢,7 =1, 2.
(b) Para el modelo general:

HP = 2776 <ZL766 P+ Pi) Di — %EijAoaiaj

e i e 1
+m—s”ai[<£+ n )pj+—~Pj:|
2ne me  Smgne )

Trfe <§ + mf > a; ai + £EijA,nPj
8mgme \Me  16mdne 2n

e (1 . 1 ..
mn (— + g) EZJAipj — —EZJAOaiAj
o N 20

Me ¢ 1 ( Ce )2

e | S (=
2ne |8mgm  8mpo Me
C 22 q08; A;
Me

+£<— C)A Al 4 F.
4 2n

(c) Para el modelo topolégicamente masivo puro:

+

4dne

a; A

ne .
fijF”
Me

(3.3)

1 .. 1

1 , )
B — _—ppi_ — A — — A AY
H, 5 PP 3 €7 Ap0; A;j 3 2Al A

1 ..
— oA+ F. (3.4)

Por otro lado, los vinculos de segunda clase son:
(a) Para el modelo bésico:

Y=p'— —=ea; =0, (3.5a)
1
Of =t 4 Iyt — o, (3.5b)
1
Qa—wa—zT2 b, =0 (3.5¢)

(b) Para el modelo general:

Los dados por Ecs. (3.5b,c).

(c) Para el modelo topolégicamente masivo puro:
Los dados por Ecs. (3.5).

Asimismo, los vinculos de primera clase son:
(a) Para el modelo bésico:

SV = edip' — 8P+ ——€0a; =0,  (3.6a)
Y0
V= yltr -yt — Z0,P" =0, (3.6b)
s = p0 =0, (3.6¢)
= po=o. (3.6d)
(b) Para el modelo general:
1
252) =e < £90,a; + edip'
47T¢) Me
+<Ci = ) e 0,A; — O, P
Me 20
=0, (3.7a)
2@ = plr — gt - 2 (ﬁ i 9,0,
e \Me
L ij i
+%€ J 8ZA] + alP )
_ (3.7b)

y los dados por Ecs. (3.6¢,d).
(c) Para el modelo topolégicamente masivo puro:

1
2 = £ ciiga; — —0;A; + edip' — O P
4 20
=0, (3.8a)
v |
253) = 1/)T7T - 1/)7TT ! <—E” (9@143‘ + (%PZ)
e \ 20

=0 (3.8b)

y los dados por Ecs. (3.6¢,d).

Correspondientemente, las condiciones de fijado de
gauge elegidas son:

(a) Para el modelo bésico:

ol = i, =0, (3.9a)
oM =a'4; =0, (3.9b)
o =ay =0, (3.9¢)
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oY =v24y— 9;P' =0. (3.9d)
(b) Para el modelo general:
Las dadas por Ecs. (3.9a,b) y las siguientes:
2 .
(“):(32) = V2 (Ao - nea0> - c'*)ZPl
Me
. Ce 1
ij i A
+e <me Oia; + 2081 y
=0, (3.10a)
0 = v24, - {s ( ~an+C—aA>
2ne e
- ipi]
= 0. (3.10b)

(c) Para el modelo topolégicamente masivo puro:
Las dadas por Ecs. (3.9a-c) y la siguiente:

0 =v?4, — ;P + %y’j 8;A; =0.  (3.11)

Hemos considerado, para las componentes espa-
ciales de los campos a, y A,, el gauge de Coulomb
mientras que, para las componentes temporales, ge-
neralizaciones adecuadas del gauge temporal (ag =
Ao =0).

Podemos ver que al anular la masa topolégica las
magnitudes ’HC3) 2(3) 35 (%) y 6 correspondientes al
modelo topologlcamente masivo puro, se reducen a las

magnitudes Hgl), E:(Ll), Eél) y 64(11), correspondientes al

modelo basico, respectivamente.

Ademas, encontramos que las estructuras de vincu-
los correspondientes a los modelos béasico y topolégi-
camente masivo puro son similares, pero no lo son con
respecto a la correspondiente al modelo general.

Por otro lado, vemos que los tres modelos analiza-
dos poseen cuatro vinculos de primera clase correspon-
dientes al grupo de simetrfa U(1) x U(1) de dichos
modelos.

IV. VARIABLES DE CAMPO
DETERMINADAS Y PARENTESIS DE DIRAC

Las variables de campo que quedan determinadas al
tomar los vinculos de segunda y primera clase como
ecuaciones fuertes son:

(a) Para el modelo bdsico:

1
= ——e"a,, 4.1a
p 4o Jj ( )

. 1
. — + ne (4.1b)

T = i——a, (4.1c)

p’ =0, (4.1d)

PY =0, (4.1¢)

ap =0, (4.1f)

Ag(x) = —iﬂ /d2 0; P'(y) In|Z — ] (4.1g)

(b) Para el modelo general:

Las correspondientes a Ecs. (4.1b-e) y las si-

guientes:
_ me 2 ﬁ me_ .
ao(l’) = 47T77€ /d'y |:<me + 87-‘-(:2‘5776) 3 81aj
L1 QN ijaga  Men i o pi
+§ <; + ﬁ) 3 alA] zneazp alp:| (y)
xIn | &—1yl, (4.22)
o Me 2 i (Lg, <
Ao(2) = d7ne / Y {5 (47@)81% A )
- z‘pi] (y)
xIn | Z—1y]. (4.2b)

(c) Para el modelo topolégicamente masivo puro:
Las que figuran en Ecs. (4.1a-f) y la siguiente:

1 ,
Aofa) = - / iy (_aip, +

Ademsds, los paréntesis de Dirac no nulos son:
(a) Para el modelo bésico:
campo-campo:

1 ..
—Us” &-AJ—) (y) In|Z—7].

[a1(2), az(y)]” = 2768(7 — ), (4.42)

t D s s
@) wsv)] | = —idapd@ - i), (44b)

campo-momento:

. . 1 .
[Ai(@), PI(w)] " = 616(& ~ ) + -7 In|@ g,
T
(4.4c)
donde hemos utilizado la notacién [ . , . ] para in-
dicar paréntesis entre variables de Grassmann boséni-

cas y fermidnicas, respectivamente.
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(b) Para el modelo general:
Los dados por Ecs. (4.4b,c) y los siguientes:
campo-momento:

. D C . 1 oz . .
[ai(@), P’ ()] = 610(% = §) + 5070 In & — g,

(4.5a)
momento-momento:
1 2o qP 1 P
[p (iU),p (y)]_ = 47sz) ( y)v (4'5b)
P2 PIW)])” = 2C05E - ), (450)
[P@), )7 = 50— ). (45d)

(c) Para el modelo topolégicamente masivo puro:

Los dados por Ecs. (4.4a-c) y (4.5d).

Encontramos que al anular la masa topoldgica las
variables de campo determinadas y los paréntesis de
Dirac del modelo topolégicamente masivo puro se re-
ducen a los correspondientes al modelo bésico.

Por otro lado, podemos ver que el espacio de fases
reducido estd constituido, para los modelos bésico y
topolégicamente masivo puro, por los pares candni-
cos (Ai, Pi) y, para el modelo general, por los pares

canénicos (a;,p') y (A, P?).

V. ALGEBRAS DE VINCULOS Y
HAMILTONIANO DE PRIMERA CLASE

Las densidades Hamiltonianas de primera clase
correspondientes a los modelos estudiados tienen la
misma forma:

” . 1 r (7 . T
HY = HD +ag (gzg ) 4ixs >) +ieAo=y, (5.1)

donde r = 1,2,3 corresponde a los modelos bésico,
general y topolégicamente masivo puro, respectiva-
mente. Asi, utilizando esta ecuacién, encontramos
que:

(a) Para el modelo bésico:

De Ecs. (3.1) y (3.6a,b), es

|
H = —5P'Pi+ G, (5.2)

donde

1 i 1 L
G = JFFY +mly — 5 —y'D%
+i (ag + eAo) (Tr — 't +ipT). (5.3)

(b) Para el modelo general:
De Ecs. (3.3) vy (3.7a,b), se tiene

- 1
+%EZ‘]GJ1’ |:<£+ ’n:l,e )p]+—~P]:|
2ne me  8mdme 20
Te (ﬁ + &> a;a' + ;aiinPj
n

871'(}5776 Me 167r<~bne

me l ¢ 1 <<e>2
- — +——+ (=
2ne | 8mgn  8moo Me

. 1 ..
ey i g e <_ + £) S Asp,
Me " dne \o 7
+4. (5.4)

a; A

(c) Para el modelo topoldégicamente masivo puro:
De Ecs. (3.4) vy (3.8a,b), vale

1 R
A A U AP
A Al = 5T AP; 4G (55)

KD — _Lpip _
2
Podemos ver que al anular la masa topolégica la
densidad Hamiltoniana de primera clase del modelo
topolégicamente masivo puro se reduce a la correspon-
diente al modelo bésico.
Ademss, encontramos que, para los modelos ana-
lizados, las dlgebras de vinculos y Hamiltoniano de
primera clase tienen la misma forma:

0@ 50 w)] =G sD@iE - g), (5.6a)
7,50 @)] = DO (@), (5.6b)

(r)b

donde los coeficientes Céz)c y Dg /" son todos nulos

y HéT) = [d% H(()T) representan las Hamiltonianas de
primera clase.

Puesto que las dlgebras consideradas son Abelianas,
no existe problema de ordenamiento de operadores a
nivel cudntico (no se presentan anomalias).

VI. POSIBLES APLICACIONES DE LOS
RESULTADOS OBTENIDOS

Veamos ahora posibles aplicaciones de los resulta-
dos encontrados en Refs. [4-6] en los contextos de la
teorfa cudntica de campos y de la materia condensada.

A. En el contexto de la teoria cuantica de
campos:

Se sabe que, desde hace tiempo, se ha considerado
en distintos modelos con invariancias de gauge la adi-
cién de términos en altas derivadas en los campos de
gauge a las densidades Lagrangianas correspondientes,
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conservando dichas invariancias. La razén de este pro-
cedimiento es que en general dichos términos mejoran
el comportamiento ultravioleta de los propagadores
de tales campos, pudiéndose eventualmente eliminar
la divergencia de ciertos diagramas de Feynman donde
dichos propagadores aparecen [12].

De esta manera, encontramos interesante aplicar
este procedimiento a los modelos correspondientes a
Refs. [4-6].

Los términos en altas derivadas a considerar son:

Lo = kO,F,,, 0°F*", (6.1)
para los modelos de Refs. [4,6], y
L), = kd,F,,0°F" + k'8, ., 0" F", (6.2)

para el modelo de Ref. [5]. En estas ecuaciones, k y
k' son constantes.

En otro orden de cosas, desarrollaremos los proce-
dimientos de regularizacién y renormalizacién de los
modelos correspondientes a Refs. [4-6].

B. En el contexto de la materia condensada:

Como es bien sabido, el estudio desde el punto de
vista cudntico de sistemas electrénicos en bajas di-
mensiones, es decir, en planos y cadenas de dtomos
en lugar de los sélidos tridimensionales usuales, es un
tema de enorme interés actual en el campo de la ma-
teria condensada. Ello se debe, entre otras cosas, a
que estos sistemas presentan caracteristicas especiales
que llevan a fenémenos tales como la superconduc-
tividad de alta temperatura critica y a propiedades
magnéticas particulares, con potenciales aplicaciones
tecnoldgicas.

Una forma de estudiar estos sistemas es en base a
la teoria cudntica de campos. Otra forma consiste en
utilizar la teorfa cudntica de muchos cuerpos [13], im-
plementada mediante técnicas analiticas y computa-
cionales.

Como dijimos en la introduccién, en Refs. [4-6],
hemos propuesto modelos de particulas compuestas
y los hemos estudiado en base al primer mecanismo
citado recién. Estos modelos constituyen generaliza-
ciones del modelo que Halperin et al. analizaron, en
Ref. [14], mediante el segundo mecanismo.

En esta situacién, nuestro propésito es estudiar los
modelos propuestos en Refs. [4-6] mediante la teoria
cudntica de muchos cuerpos, y comparar los resulta-
dos obtenidos con los correspondientes a Ref. [14].
En particular, consideraremos magnitudes fisicas de
interés tales como el calor especifico electrénico.

VII. CONCLUSIONES

Se ha presentado un estudio comparativo entre tres
modelos de campos de gauge U(1) x U(1) no rela-

tivistas cldsicos correlacionados que describen la in-
teraccién electromagnética de particulas compuestas
en dimensiones (2+1).

La comparacién se basé en los resultados encontra-
dos por medio del formalismo Hamiltoniano de Dirac
para sistemas vinculados.

Como resultado, se hall6 que al anular la masa
topoldégica los resultados correspondientes al modelo
topolégicamente masivo puro se reducen a los corres-
pondientes al modelo bésico.

Ademss, se encontré que las estructuras de vincu-
los correspondientes a los modelos bédsico y topolégi-
camente masivo puro son similares, pero no lo son con
respecto a la correspondiente al modelo general.

También, se vio que los espacios de fases reduci-
dos correspondientes a los modelos béasico y topolégi-
camente masivo puro son iguales, pero distintos del
correspondiente al modelo general.

Asimismo, se observé que las densidades Hamilto-
nianas de primera clase correspondientes a los modelos
estudiados tienen la misma forma.

Finalmente, se plantearon posibles aplicaciones de
los resultados obtenidos en Refs. [4-6].

El trabajo fue desarrollado considerando explicita-
mente el caso de FC.
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