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SOLUCION DEL PROBLEMA DE LAS ALAS DE ALFVEN
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Eu los plasmas espaciales la interaccion en enfre un cuerpo conductor y un plasma magnetizado en

movimiento relativo es frecuente; por ejemplo, el sistem a fo-Jipiter. Las ondas de Alfvén or iginadas. .
ica |)mlunbflc|0x COM CATNPOS

por tal interaccién dan lugar a regiones de campos de induccién magnét
eléctricos y corrientes que reciben el nombre de alas de Alfvén. Istas son los lugares del espacio
donde las ondas de Alfvén se suman en form a cohercnle. V,ums antores han aplicado diversas
metodologias para la solucién de las alas de Alfvén cnando IOs campos de base son uniformes. fn
el presente trabajo se muestia que, haciendo uso del hécho que el problema tiene wma sinietria, es
posible aplicar la metodologia de funciones corriente ei nmg,n(‘lohl(llu«lnmnm a; o sea delinir una
variable ignorable y finciones corriente para las magnitudes condivergencii nul.l Dentro de es Lo

~esquema se analizan las distintas situaciones que se pueden presentar, como por cjemplo distintos

angulos entre la velocidad y el campo de induccion magnética de fondo.

The interaction between a conducting body and a maguetic plasma in relative motioh oceurs [re-
quently in spatial plasmas; for example Io’s interaction with the jovian plasma torus. The interac-
tion genel;ates Alfvén waves buiding up by constructive interference disturbed regions called Alfvén
wings. This problem has been studied with different methods by other anthors when tlie backgronnd
fields are uniform.

Taking into account that the systent has a syninetry we show in the present paper that in the MHD
aproximation the current function methodology can be nsed. We analize within this frame the way

in which the direction of the Alfvén wings depends ontthe relative angle hetween the backgronid
' . P

velocity and magnetic induction field.

LINTRODUCCION

La interaccién entre cuerpos’ conductores
y plasmas magnetizados en movimien to rela-
tivo tiene lugar én una variedad de situaciones
los plasmas espacia les. Tanto los sistemas
constituidos por satélites artificiales moviéndose
en la 101losfe1':1.(1)’(2), en la magnetésfera terres-
tre aplicado a corrientes alineadas con el campo
en arcos aurorales®), como el sistema lo -
Jiapiter®G1OMT) son ejemplos de ello.

Al resolver las ecuaciones de la MHD para.

un sistema formado por un plasma magnetizado
en reposo y un conductor en movimiento, cuando
la tnica fuerza actuante sobre el sistema es la
de Lorentz, los campos de base son uniformes

-y as perturbaciones son del tipo incompresible,
" se encuentra que se propagan ondas de Alfvén

con velocidad de grupo en la direccion del campo
de induccién magnética de fondo.  Asi como
cuando una particula se mueve en un medio
con velocidad mayor que la velocidad de fase de
los campos electromagnéticos emite radiacion del
tipo Cherenkov,y la zona donde las ondas se su
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man en forma coherentente constituyen un cono,
puede mostrarse que para las ondas de Allvén, si
se trata de una fuente pimtual,“estos lugares del
espacio son lineas, llamadas alas de Alfvén, que

nacen en la fuente. Ademads, de la misma forma

que sélo existe radiacion Cherenkov en el cono,
s6lo habrd propagacion de ondas de Alfvén sobre
las 'ﬂab En el caso en que la luonto no sea puntual,

las alas d(' Alfvén son cilindricas con seccion igual
a la scceion de la Tuente ll.msvmxal alas alas.

I1. M TODOS

Para estudiar este problema primero lo com-

paramoscon el efecto Cherenkov y, tras mostratar

que existe una direccion invariante , aplicamos la
metodologia de funciones corriente en MHD.
Comparacién con el efecto Cherenkov

Para una particula que se mueve con velo-
cidad constante V en la direccdn G3, en W ome-
dio dieléctrico, si la velocidad de la particula es
mayor que la velocidad de lase de las ondas elec-
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tromagnéticas en el medio,

V/e> 1/1/e(w), _.: (1)

para algin w, la carga emite radiaciéon Cherenkov.

Supongamos que el vector de onda k de las ondas
emitidas forma un dngulo  con ¢3; la velocidad de
fase aparente en la direccion €3 es por lo tanto

Vip = ¢f/y/ccos . ®

Pam que las ondas emitidas a lo largo de la
trayectoria de la particula interfieran constructiva-
mente esta velocidad debe coincidir con Ia velo-
cidad de la particula, por lo que

6 =0, = arccos{c/( Vf)] . » (3)

Para determinar la posicion a la que llega la per-

turbacion hay que tener en cuenta la velocidad de
grupo de las ondas en esa direccion para distintas
recuencias. Al tener el problema simetria de - re-
volucién queda determinaco un cono; en el caso
en que ¢ no depende de w la velocidad de grupo
coincide con la velocidad de fase y el dngulo del
cono es w/2 - 6. '

Las ondas de Alfvén que se pxopag<m en un
plasma magnetizado tienen una velocidad de Tase
que depende del angulo g entre e vector y ¢l
campo de induccion magnética de base By,

Viese = 2By cosbpg//Anp. (4)

Por lo tanto siempre habrd ondas para las cuales la

velocidad V de la fuente es mayor que la velocidad-

de fase. Ademds en este caso no habrd simetria
de rev‘olucié_n. La condicién de que la velocidad
aparente en la direccion €3 deba coincidir con la
velocidad de la fuente debe cumplirse también en
este caso. Pero la velocidad de grupo de las ondas
de Alfvén es un vector constante independiente del
k Y que tiene la (Ill(‘( cion de lainduccion nm;.,n(‘lu a

Bo |
Vprupo = £Bo/VATp = Vs, (5)

La posicién a la que llega una perturbacién nacida
a lo largo de la tra yectoria de la fuente queda de-
terminada por Va y V y resulta una linea que tiene
un extremo en la fuente, conformando una senti-

rrecta contenida en el plano (By ,€3) que forma. -

coh ¢3 un dng.,ulo o,
a= m-c.ta.n(\ asiny/(V
Esto constituye el ala de Alfvén.

132- ANALES AFA Vol. 9

Vjcosy)). . ) (6).

agura I Esquema mostrando la posicion a la que
llega una perturbacién nacida a lo largo de la trayec-
toria de la fuente - :

Neubauer(®” (1980) encard el problema uti-
lizando un modelo analitico no lineal, micntras que
McKenzie®) (1991) lo hizo utilizando Mnciones de
Green.

~ Funciones corriente en la MIHD

Con el fin de hallar la solucion al problema,
con la metodologia que utiliza [unciones de Stokes,
pasemos al sistema de referencia en que ol con-
ductor esta quieto y el plasma se-mueve con velo-
cidad Vg, (\70: - \7); dividimos el espacio en forma
ficticia por medio de un plano gue lo separe en los
medios 1y H. 'I‘onu;.nms la superficiede separacion
que contenga a ¥, sea perpendicular al plano que
contiene a las alas y pase por la fuente. De esta
forma cada una de las alas yace completamente en
uno solo de los medios; en el medio | el ala de
Alfvén estd en la direccién Vo + Bo//Axp y en el

“medio 11 de V, - 13_‘0/\/47rp. Ademis, usando este

sistema de referencia el problema es estacionario

y en cada medio las diferentes magnitudes lisicas
s6lo pueden variaren la direccion per pendicnlar al
ala.

. Resolvamos primero el problema en el medio
I. Elegimos ol sistema de coordenadas de modo
que ¢l gje z esté en la direccion del ala, por lo que
7 serd una variable ignorable. Para un problema
estacionario con una variable ignorable se pueden
definir funciones corriente para las magnitudes del
problema que tengan divergencia nula.
' ‘Bl sistema de ecunaciones que gobierna al
plasma esta constituido por:

$

V- (pV) =0, (7)
p(V-W =0x BJe, (8)
T + 7 x B, )

+ (r - —~ '
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VxE=0 . . (10)
v-B=0, ()
J=%x Befan. - (12)

Para los plasimas espaciales y astrofisicos en gen-
eral se puede considerar que, el nimero de Rey-
nolds magnético, R, > 1, siempre que la longitud

caracteristica del fendmeno no sea pequefia. Rea-’

lizando un analisis de escalas, cuando R;n'>>.,_ 1,el
miembro izquierdo de (9) resulta ser del orden de
VB/{cRny), que es mucho menor que BV/c .
permite que se desprecie el término f/n de fa ley
de Ohm. - L _
'fl‘on‘lzpndo el rotor de (8), se tiene que -

IEsto

PV x (V X W) =V x (] x B/c), -~ (13)

donde W es la voxtludad
 Reemplazando la ley de Qh m en (10) lc'sulta

. L.t . CE -
Utilizamos coordenadas ortogonales a, 3, z, donde
z es la variable ignorable; es necesario distinguir

entre las componentes covariantes y contravarian--
Bg, mientras que

tes de los vectores B, B,,, Bf,
By = B7. ‘

De (11), se puede ver qué existe una funcién
corrienté ¥(a,/3) para el cainpo de 11|(lu(,c10n II(L-
nnda flujo magnetl( o, tal que : :

(1/f)aw/aﬁ, )

Bﬁ;:';l/vg'a¢/aa,“’ T (16)

donde g es el deter nnna,nlo del tensor metl ico.

'wk(u)() (16)

1/Vr' o/4m) dB//dﬂ o (17)

- (—1’/%}(;/%)832/0&,' oy

3

J? = (- c/47r) 2, ' (19)

o o -
por lo que la funcién u)monte de.J es cBz/4 7.
De (7), puede observarse que para. (p V) habrd,
-una funcion: corriente, x=x(a,f).

PV = (1//7)0x/9P, - (20)
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Vx(BxV)=0. (14)

pVE = (=1//3)x/cx. (21)

La. vorticidad W tienc su funcidn corriente, de

modo que

=(1//§)0Vz/0B, - (22)

P o (= 1))V e, (2)
W% = —v*2). (24
p |

Usando las ecuaciones (15) a (24) se puede mostrar
que el conjunto de ecuaciones {7) a (12) que
gobierna -al plasma queda reducido a las ecua-
ciones (13) y (14) y éstas résultan equivalentes al
slg.,m(‘nlc ron]nnlo de relaciones entre Jacobianos
entre las lun(lom‘s (onu‘nlo (I’.\lulnbo('”) 1993 ):

(v, ] = Dx/dad /08 - X /0B /0 = 0, (25)
.D@wrwBﬁwpﬂ%n, (26)
Bz/(m) 01+ Do VA =0, (@1)
U//( "/J]—'[i4/z,xf] = 0. (W)

Hemos supuesto 77 = 0y tenido en cuenta que la
densidad es constante. De la ecuacién (25) se ve
facilinente que si y ¥ # cte., la funcién corriente’

de (p V) es funcién del flujo nmgm.llco
x = x(); (29)
usando este resn_l‘ll;;\,clo,' las ccuaciones (26) y (27)

se pueden integrar, obteniéndose
ok

By L o

T XVa= R o)
, 137 - ' o

Vz— X /” =), . 31)

donde x' = dy/d.
De (30) y-(31)

Bz = (I (#) -

X" /p)i (33)

resulta entonces que si la densidad p es constante
y si X2 # p/dn, Bz y Vz son funciones de ). -

Vg = (Fy($)X'/p + Fa(sh)/Am) /(1 /4m —
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Figura 2: Esquema mostrando la direccidon del (tln de
Alfuén en el medio 1. ’

Alas de Alfvén en el formalismo de las fun-
ciones corriente

La situacion es distinta si ) \*=p/Am; de (15)
y (2()) se ve (ile en este caso

Ve = _,\f'//)l.. v = —BY/\/Arp (34)

VP = /pB3" = —BP ) /Arp (35)
una perturbacién de /\lfvon en la que

Vi = —Iil/\/47r/),

tendra entonces x/’ —p/47r debiendo ser ademds
nulo el valor de [5(1f) debido a la perturba-
(ver ec.(31)). Por ser una perturbacion
de Alfvén la componente
dicidn |B] = cte., o sea

Biz = /B2

Si esta perturbacion ocurre
campos de hase By y Vg son uniformes, las com-
ponentes contravariantes v y A de By y Vi, con fa

cidn
By z se obtiene de la con-

— BaBe — ByBP — Bog. . (36)

en un plasma cuyos

eleccion hecha para el eje z, cumplen también las
relaciones (34) y (3

7 son tales que

l:‘z('l/h‘)) : V()Z + I}()Z/ 471'[) =

=V + Vi~

Entonces para el ala de Alfvén en el medio
I las funciones x (%), Fi(y) y F2(1) serdn

s,

Fi () = =

(37)

2WoVacos(y) = V.

,-\":(1/{) = (38)

p/AT Vi, (39)

I'E(‘l/?) = ‘/'[(v. (’1())
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VEp(=1/47 + X"/ p)

“mos, mientras gue diferiran dentro de ellas.

5); en cainbio las componentes

Porotro lado, de la relacidn entre Jacobianos (28)

y teniendo en cuenta las expresiones para Jz y
Wz (ecuaciones (19) y
ecuacién diferencial para 1 (Palumbo(!) 1993),

+ (X' /p)X" V| =

9 el caso que estanmos tratando, al ser peonstante

X' _/)//17r , resulta,

I55(1h) = 0

(24)) se obtiene la signiente

(42)

y laecuacion (41) se satisface para un 1p arbitrario.
Las soluciones para th y por o tanto para los cam-
PO, V y I dependen de los campos de fondo gque
existan y de la densidad de corriente Jy que re-
sulte de hacer cumiplir fas condiciones de contorno
entre el ala y a fuente conductora existente,

51 problema en ¢l meadio Il se resuelve en forma
similar teniendo en cuenta que la direceion invad
riante estara dada en este caso por \Z, - /}I./,/"In/;
y eligiendo un nuevo sistema de coordenadas de

modo que el cje 2’ esté en esta direccion.  Los

“campos de induccion en el medio | y en el me-
“dio 1 fuera de la region de las alas seran los mis-

Las
condiciones de contorno sobre la discontinuidad se
podran hacer cumplir debido a la presencia de fa
fuente sobre la cual pueden existir corrientes su-
perficiales.

En general las alas de Alfvén no serin simétricas
exceplo que los campos de fondo sean perpendi-
culares entre si. Cuando \70 y I;i“(, tienden a ser
paralelos, las alas se pliegan en la direccion de Vi

51
| By /A7 vho) < [V,

mientras que ui ala queda en la direceion de Vv

fa otra se acerca a (-13y) si

llf”/\//"rpl

Cuando Vi y By son antiparalelos, las alas se plie-

[Val.

gan en la direccion de V si

| Bo/ /Apl < VA,

mientras que un ala queda en la direccion de Vy v

[a otra se acerca a la direccion de I3y si

| Bo/ /A7 p| > |Vl

Si Bo/+/Amp| = [Vo] ya sea si son paralelos o anti-

|mm|('los .sollnn(‘nl(‘ «ueda un ala en s direecian

» e \’(i
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EJemplo

Para qmnphh( ar SUPONZAMos un “ala <de

Alfvén de seccidén circular. Usare mos L001(lellacla5
cilindricas (r, ¢, ), con z coincidente con el eje del

ala. Proponiendo para la dum(]a(l de (01110111e la

X|)I(”>I0n | |

.I;/J_E: CHr = 1) cos ; (43)
parar < l-?,(;« |
(14)

para r-> Re, donde Re es el radio del ala y 17,

es un radio a determinar. Con esta densidad de

COryr I(‘Ill,(‘ la corriente neta a traves (I(‘] ala es nula. .

De (19) resulta r|uo

Vi = (- 47r/c) Nr - 1? ycosp (45)
parar < If(« ,

La solucién de esta ecuacion es la solucion
de la_homogénea mas una solucién particular.

Para r < Re

Py = bo + Z an( /R(,)7 cos(ny + a'”) {46).
n—]
hp = (—=4rCr?/c) ('7'/$v— Ri/3)cosep.  (47)

Para r > Re oy la solucion es sélo la parte
homogénea y ademis debe coincidir con Py
correspondiente a los campos de fondo. Para un
By en el plano ( x,2)

ho = rBoy sin . (48)
Se deben hacer cumplir las condiciones de contorno
para el campo de induccién; si imponemos que no
existan laminas de corriente en la superficie del ala,
deben ser continnos mnto la. componente normal
como la tangencial. Para ¢llo deben ser continuos
) yV:/) R ‘ R
" Estas condiciones se satisfacen con
[

l)() = 0 y

or = arotan(Box2¢/7C(Re)®),  (50)

ar = \/(Box Re)? + (nC' 1/ 2)?, (51)

an =0 paran>1, (52)
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y resulta ademds que Ry = 3R¢./4
Las componentes fisicas de los campos de

induccion de perturbacion en el mlenm (Ivl alason
. (‘nlon(es ' '

1_3,.7“ = 7:)(6 (r* + /ip 97'[5’.(;:) sing, - (53)
BY = ¢ (‘3’7 + Iv’(' - /1” )(;osap, (54)
BE = \J(Bo)? = ()" = (19) = By - (55)

La. velocidad de perturbacion se obticne de
V] = -—By/'\//-lﬂ'[},

y las componentes ry ¢ de la densidad de corriente
usando qué ¢Bz /4 m es 1a correspondiente Muncidn
de Stokes (17)-(18).
III.Conclusiones

En este trabajo se muestra la forma de re-
solver el problema de las alas de Alfvén usando
las funciones corriente para los campos B.J, V

v W ,cuando se tiene un conduc lm que se mueve.
- a velocidad con stante en un plasnia magnetizado

con campo de induccidon By unilorme.
Las soluciones gqnedan sujetas alos mmpm

no perturbados que se propongan y a la compo-

nente z de la densidad de corriente compatible con

la fuente existente y tas condiciones de contorno.
Esta mel‘ocl'ologi'a abre la puerta  para in-
vesllga.r a qué (onvspon(lo la  situacién en que
(X)? = p/dr pero Fy(ih) no es constante. [En
este caso los campos de fondo no séran. constantes.
En particular si estos campos dependen de una
coordenada que sea perpendicular a los mismos,
se puede nuevamente separar en fprma. ficticia el
espacio en dos m edios 1 y 1l y se hl)r(‘ la. posibil-
idad de construir alas de Allvén ‘Ull 508 canpos

de fondo no uniformes. o 3
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