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Se presenla un modelo numérico de las ecuaciones para (ransporte idnico en problemas de deposicion
electroquimica en celdas delgadas con soluciones altamente dituidas. El modelo consiste en la aproximacion por
diferencias [initas de las ccuaciones unidimensionales de Nernst-Planck para ¢l transporte idnico y la ceuacion
de Poisson para el potencial eléctrico. El problema presenta dos escalas que difieren notablemente: una zona de
casi neutralidad que ocupa la mayor parle del espacio y una capa limite de carga varios 6rdenes de magnitud
menor a aquella. En la capa limite se produce la mayor parte de la caida del potencial. Para resolver el problema
numérico que presenta la extrema disparidad de escalas, se introduce un método implicito iterativo en una malla
de paso espacial con variacidn exponencial y paso temporal adaptivo. lista metodologia permite lograr por
primera vez en la literatura soluciones numéricas estables para concentraciones del orden de 10" em™ que
corresponden a soluciones diluidas de 0.001 M.

We present a numerical model for ion transport equation in electrochemical deposition in thin layer cells with
highly diluted solutions. The model consists in a finite difference’ approximation of the one-dimension Nernst-
Planck equation for ion transport and the Poisson equation for the electrostatic potential. The problem presents
two scales that differ notably: a quasi-neutral zone occupying most of the space between electrodes and a
charged boundary layer several orders of magnitude smaller. Most of the potential drop takes place in the
boundary layer. To solve the numerical problem due 10 extreme disparity of scales we introduce an implicit
iterative method in a grid with spatial exponential step variation and adaptive time step. With this simple
stratcgy we obtained a robust algorithm yielding, for the first time in literature, stable and accurate numerical
solution for concentrations of the order of 10" em™ corresponding to highly diluted solutions (0.001 M).

miento no lineal entre el campo eléctrico y 1a concen-
tracion de iones. Estas ecuaciones son:

Introduccion

En este trabajo se presenta un modelo numérico de
las ecuaciones unidimensionales de transporte idnico
en celdas electroliticas delgadas. Experimentalmente,
estas ccldas consisten en dos placas de vidrio espacia-
das por un par de alambres dec Cu paralelos
(electrodos) y una solucion de CuSO, (= 0.1 M). La
scparacion entre clectrodos es de 1 a 2 cm y la distan-
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limite de carga, varios ordenes de magnitud menor
que aquella.

Para rcsolver el problema de la extrema disparidad
de escalas, se introduce un método de malla estaciona-
ria, con variacion espacial exponencial, y un método
implicito iterativo con paso temporal adaptivo. Con
esta metodologia se ha obtenido soluciones numéricas

La (1) son las ccuaciones de Nernst-Planck para la
concentracion de cationes (C) y aniones (A), y la (3)
es la ecuacion de Poisson para el potencial eléctrico ¢.

D¢y D4 son los cocficientes de difusion, gy iy
los cocficientes de movilidad y zc y z4 las constantes

estables para concentraciones del orden de 10" io-
nes/cmt’, proximas a las utilizadas experimentalmente.

Modelo 1-D

Las ecuaciones que rigen el funcionamiento de
sistemas electroquimicos binarios son conocidas desde
hace tiempo' , pero en general se resolvian utilizando
hipdtesis de casi neutralidad, despreciando el acopla-
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de carga correspondicntes a cationes y anioncs res-
pectivamente. /=e/g, cs la constanlc de Faraday. e la
carga del electron y ¢ la permitividad del medio.

En el caso mas simple dc una dimension, en las
ccuaciones (1)-(3) el operador V se reduce a una 0/0x,
donde x es la posicion a lo largo dc la celda. Las con-
diciones dc contorno consideradas para los bordes dc
la celda en una dimension son™
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donde x=0 corresponde al citodo, x=7 al anodo y I,
es la difcrencia de potencial aplicado a la celda.

Chazalviel® resolvio analiticamente estas ecuacio-
ncs cn el cstado estacionario, utilizando aproximacio-
nes regionales, encontrando que exisic una region
cerca del catodo en la cual hay una carga neta posi-
tiva, la que determina una curvatura en la distribucion
de potencial entre dnodo y citodo.

El ancho de esta zona de carga espacial es muy
pequefio y varia inversamente con la concentracion
inicial del electrolito.

Resolucion numérica

La resolucion numérica de las ecuaciones anterio-
res ha sido efectuada por otros autores >* utilizando
csquemas de diferencias finitas’ sobre una grilla li-
ncal, para concentracioncs muy diluidas (< 10'
iones/cm’) donde las soluciones no presentan
problemas de estabilidad numérica.

A mcdida que sc aumenta la concentracion, ¢l uso
de una grilla espacial lincal, requiere de un nimero
creciente de puntos, para poder resolver la zona de
carga espacial catodica. Esto resuita notoriamentc
ineficiente en cuanto al uso de memoria y de ticmpo
de calculo, ya que en la mayor parte dc la cclda la
concentracion de iones es practicamente invariante.

Para eliminar este inconveniente hemos utilizado
una grilla exponencialmente espaciada con N+1 pun-
tos (N par), cuyos nodos estin dados por:

x; =h(exp(ai)-1) para 0<i<N/2

x; = h{ 2exp(aN /2) —expla (N ~i)] -1 } )
para N/2<i< N

donde /1 cs el espaciado cntre el primer y segundo
punto y «a se calcula por la condicion que xy,=0.5.
Para los computos se utilizé N=200 y #= 1.6x10™ para
concentraciones de 10'7 iones /cm’.

Las concentraciones fueron normalizadas al valor
inicial Co, la posicion al largo de la celda L y el po-
tencial al valor aplicado cxternamente. Las ecuaciones
1-D se reformulan utilizando los siguientcs nimecros
adimensionales:  Pec=uVo/Dca Me=tcs ¥
Poc =& Vo/(Fzc ACOLZ), donde pu=(uc+p)/2 y & ¢s la

142- ANALES AFA Vol. 9

constanic dicléctrica rclativa del medio. Con csta
eleccion el tiempo queda normalizado al valor
1=L*(Vy ). Para los cilculos se considerd: zc 4=1.
Dc 4=107 cm?/s, pc=5.37x10" cm*/V s, 1,=8.29x10™
cm?/V.s, L=lcm y V,=1 Volt. Estos valorcs detcrmi-
nan Pe=68.3 y Po=4.42x10" cm™/C, .
El sistema dc ecuacioncs en difercncias, para el
paso de iteracion temporal n+1, sc puede reducir a:
+

+ o+l 4 il + ml _ n
di wi' —a; uiy —buiy =y
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~Pis1 [ iy + @, 2/-7—1' [(hihi )= @iy 1hy =

_ g 1
=h | Po(C' =AMy =2 an

donde en la (10) cl signo (+) cn los cocficicnlcs co-
rresponde a cationes, #=C; y el signo (-) a los anijo-
nes, u~=A;. Los cocficicntes asociados a la grilla varia-
ble en ¢l nodo i-ésimo son:

b= -x )L i=2,.,N+1
ho=(h+h, )2 i=2...N

at = k/hh)V/ Pex1/2M (41 — $)] (12)
b =k/hh (1 Pex1/2M, ($;s1 — 6:)] (13)

d =14k IRk {2/(Peh, )£
V2M ;= i) T = (B = 8D T hin 3 (14)

donde k es el paso temporal y ¢; en todas las ecuacio-
nes corresponde al estado n+1.

La descripcion anterior corresponde a un método
implicito por diferencias centradas. Las condiciones
de contorno se aproximan a segundo orden cn las
derivadas. El sistema de ccuaciones resultanic cs
alinecal y se resuelve por ¢l método de itcracioncs
sucesivas.  En principio, se utilizd6 como scmilla
para el paso temporal n+l1, las valores de C, A y ¢
correspondientcs al paso ». Posteriormente, se cncon-
1ré que agregando una correcion a primer orden: u™x
WA~ 2™y F ~ J+AG~ 2F-F sc logra una
convergencia mds rapida.

Sec observa que cl algoritmo es inestable, para
pasos temporales superiores a un limite dado por el
valor de la concentracion.

Este problema sc resolvié con un algoritmo adap-
tivo que ajusta el paso de tiempo en funciéon dc la
velocidad de convergencia en cada paso temporal. La
cstrategia consistc cn reducir el paso de licmpo
cuando el sistema de ccuaciones 10-14 no encucntra
solucién luego de un numero dado de iteraciones; o
bien incrementarlo si la solucién se alcanza en pocas
itcracioncs. En nuestro caso adoptamos, como valorcs
limitc convenicntes scis y tres ciclos respectivamente:
y un factor de ajustc para el paso k del 20%.
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Figura l. Distribucion de iones a los 44 seg.
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Las figuras 1 y 2 muestran la distribucion de iones y
el potencial "en la celda obtenidos para una
concentracion de 10" iones/cm” a un tiempo de 44 seg
(muy proximo al estado estacionario) y en la figuras 3 y
4 se tiene un detalle ampliado de la zona catddica. Se
observa que dentro de la region de carga espacial
quedan incluidos 8 puntos, y por lo tanto, de haberse
usado una grilla lineal, habrian sido necesarios* 4000
puntos, lo cual muestra una. sngmﬁcauva mejora en el
‘procedimiento de calculo

Las figuras 5 y 6 muestran la evolucxon de la
concentracion de cationes y del potencml c

Con objeto de comparar la evolucion a distintas
concentraciones, en la figura 7 se Lraﬁca'el témlino
fuente de la ecuacion de Poisson (11) para 10" y 10"
jones/cm’ a los 5.4 seg. Se ve que al ‘aumentar la
concentracion, el acoplamiento con las ecuaciones de
trasporte es mas importante, lo que determma una
evolucion mas rapida del sistema fisico. ‘

Estos resultados muestran que el esqucma
implementado  permite resolver eficientemente el
problema de electrodeposicion, aun cuando la zona de
carga espacxal se reduzca a algunos micrones de
espesor frente a la longitud de la celda de 1 cm.
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