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En el presente trabajo se exponen diddcticamente, y a partir de modelos sencillos, algunas de las caracteristicas
principales de las lineas de transmisién como ser: el significado de su impedancia caracteristica, la velocidad de
fase, y la reflexion de seiiales en los puntos donde hay un salto abrupto de la impedancia caracteristica. También
se presenta un estudio de fas resonancias que aparecen ¢s los circuitos donde cllas formen parte.

In the present work, and in a didactical approach, starting from very simple models, some of the relevant
characteristics for the transmission lines are reported. The studied characteristics are the line impedance, the
phase velocity, and the signal reflection at the point where the line impedance is discontinued. Also the resonance
that appears in circuits contaigning transmission lines are studied.

I. INTRODUCCION

En los textos basicos'’ de electricidad y magnetismo
se calcula el valor de la capacidad e inductancia, por
unidad de longitud, de un sistema formado por dos
cilindros conductores coaxiales, al cual cominmente se lo
denomina linea de transmisién coaxial, pero no se discute
cémo cs ¢l comportamicnto de estos sistemas cuando por
cllos se transmiten ondas clectromagnéticas. En otros
textos de electricidad y magnetismo®® o enfocados al
estudio de la propagacion de ondas, por ejemplo la
referencia (4), se discuten las caracteristicas de las lineas
de transmisién y en la referencia (5) se pucde encontrar
una presentacién del tema partiendo de una base eléctrica;
pero en ninguno de los casos se incluye el estudio del
comportamiento de los circuitos en los que las lineas de
transmisién forman parte.

Las lineas de transmisidn tienen una importante
aplicacién en el campo de las descargas pulsadas y el de
las comunicaciones (transmision de datos, Ethernet o
televisién por cable), es por tanto interesante introducir a
los alumnos, a nivel elemental, en el estudio de estos
sistemas. Para lograr este objetivo, en la parte II de este
trabajo se presenta un modelo para la Ifnea de transmisién
desde el punto de vista circuital; éste es lo bastante
detallado como para que, a nivel elemental, se puedan
explorar algunas de las caracteristicas principales de estos
sistemas. En la parte III se deduce la ecuacién diferencial
que rige la evolucién temporal de la tensién o corriente en
la linea. En la parte IV se presenta la propagacién de las
ondas por ellas, encontrindose expresiones para la
impedancia de entrada y de carga de la linea, como asf
también se introducen el coeficiente de reflexién y
transmisién de voltaje, desde el punto de vista circuital.
En la parte V se estudian las resonancias en circuitos que
contienen lineas, mostrando que el caricter de su
impedancia (resistiva, capacitiva o inductiva) se puede
modificar variando su longitud (para un estado de carga
dado). En la parte VI se detallan los puntos importantes
de este modelo, como asi también se aclaran algunos
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conceptos que usualmente quedan confusos en una
primera aproximacidn al tema por parte de los alumnos.

11. MODELO CIRCUITAL DE LA LINEA DE
TRANSMISION

Para estudiar la propagacién dec ondas, o pulsos
clectromagnéticos, por una linea de transmisién o estudiar
¢l comportamicnto de un circuito del cual forme parte, es
necesario contar con un modelo para describirla. Si bicn
alcanzaria con utilizar las ccuacioncs de Maxwell con las
condiciones de contorno adecuadas, resulta mds
convenicnte recurrir a un modelo circuital de parimetros
diferenciales distribuidos. Este modelo serd aplicable
cuando la longitud caracteristica de la linea: d (su
didmetro, por ejemplo), es mucho menor que la longitud
de onda (A) de la seiial electromagnética que por ella se
propaga; de otra manera, la linea de transmisién se podra
aproximar por un modelo de pardmetros concentrados
para frecuencias menores que una Ilimite v;, que por
ejemplo si d~107 m resulta ~10'° Hz.

Se propone modelar a la linea de transmisién por una
sucesion de celdas de longitud diferencial LRCG como se
muestra en la figura 1.

RAz LAz

—= [ +0il0z0z

— v+WozAz

Figura 1: Modelo de pardmetros diferenciales
distribuidos de una linea de transmision

Lo habitual es considerar a las magnitudes L
(inductancia), R (resistencia), C (capacidad) y G
(conductancia), como cantidades por unidad de longitud.
Estas cantidades se pueden calcular a partir de la
geometrfa del sistema, las propiedades de los materiales
involucrados y la distribucién de corrientes que existan en
él. Asi, si se utiliza un tester para medir la resistencia de
uno de los conductores de la linea obtendriamos como

BARILOCHE 2003 -9



resultado IR donde / es la longitud de la misma y si ella
esta abierta en sus extremos, utilizando un capacimetro se
mediarfa /C.

Cada uno de los elementos considerados en el modelo
tiene en cuenta algin proceso fisico a nivel microscépico:
R y G tienen en cuenta las pérdidas de potencia que
ocurren en la linea: R las que ocurren en los conductores y
G en el dieléctrico. R aumenta con la frecuencia ya que la
corriente tiende a distribuirse en una fina capa desde la
superficie del conductor (efecto pelicular o skin), en
cambio G tiende a disminuir notablemente en alta
frecuencias debido al aumento de la conductividad
eléctrica del dieléctrico.

II1. ECU;}CI(’)N DEL VOLTAJE Y LA CORRIENTE
EN LA LINEA

Las ecuaciones para las diferencias de voltaje, v y
corriente, i, al cruzar la celda (ver figura 1, en la cual se
define también el sistema de referencia) resultan ser:

V- |:v+g :] (RAz)t+(LAz)aI ¢))]

5
- l:i +5';‘Az] = (GADv + (CAz)a—‘I' @

Tomando el limite para Az —0 se obtienen las
ecuaciones:

v di
a Ri + at) 3)
g’ = -( Gv+ C%) @)

Derivando la ecuacién (3) respecto del tiempo ¢, la
ecuacion (4) respecto de la coordenada espacial z y
resolviendo para la variable v o i se llega a la denominada
ecuacion del telegrafista:

By, 0%
5% = (RG){ + (RC + LG)—C‘ + (Lc>5;§ ; ®

donde { representa a v o a i. Si se considera que las
variaciones del voltaje y la corriente a lo largo de la linea
son sinusoidales, las soluciones de la ecuacién (5) se
pueden buscar proponiendo una solucién tipo
Wz,t) = V() &, i(z,1) = I(z) €. Encontréndose que V(z)
cumple con la ecuacién:

L2y
‘71;2- = (R +joL)(G + joC) V (6)

cuyas soluciones son de la forma
V(@) =A eV 4+ Betl2 @)

Donde A y B se deben obtener a partir de las
condiciones de contorno impuestas a los extremos de la
linea. El pardmetro

y =\ (R+joL) (G+joC)

=jw\/L_C\/ J({E*‘E) ®)

se denomina constante de propagacién de la linea. En
general es un nimero complejo. Su parte real vale
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'_\[LC(R G
o= Al C) )

recibe el nombre de constante de atenuacién, e indica
cudnto decrece la amplitud de la sefial por unidad de
longitud como consecuencia de una resistencia y/o una
conductancia no nula. Su parte imaginaria:

B=wLC (10)

conocida como constante de fase, estd asociada con la
rapidez del cambio de fase de la onda.

Cada uno de los sumandos de la ecuacién (7),
multiplicados por la exponencial compleja del tiempo,
representan ondas de voltaje propagantes, hacia las z
crecientes (la primera) y desde las z crecientes (la
segunda). Si se desea conocer el valor de v(z,f) a partir de
V(2) se debe emplear alguna de las siguientes relaciones

v(zf) =Re[V(2) €], 0 vzt =Im[V(z) ] (11)

dependiendo de la fase inicial empleada. Cabe remarcar
que la funcién V(2) es en general compleja.
La expresién que se obtiene para I(z) resulta ser:

AeVe— Bttt
1) =" (12)

La cantidad que figura en el denominador de la
ecuacién (12), se conoce con el nombre de impedancia
caracteristica Zj, y su expresién en términos de los
pardmetros de la linea es:

_ R + joL
Zg= \/G+j(uC' (13)

Al igual que v, Z; depende de la geometria de la linea,
el material con que estd construida y la frecuencia de
trabajo.

En general los valores de Z; estin estandarizados. Para
lineas coaxiales los valores mds usados son 50 Q (radio
difusién y Ethernet), 75 Q (televisién por cable), 93 Q
(video); y para la vieja televisidn, o las antenas de FM las
bifilares de 300 Q.

La velocidad de fase, de las ondas que se propaguen
por la linea estd dada por v, = /B, Esto quiere decir que
si { es la longitud total de la linea, el tiempo que tarda en
recorrerla un punto arbitrario de la onda sera

ty= Uvg= Blld (14)

Este tiempo, que también se conoce como tiempo de
retraso, transito o longitud eléctrica de la linea, resulta ser
dependiente de la geometria y materiales con que esta
construida la linea.

Lo discutido hasta aquf, debe ser ampliado, ya que en
todo lo hecho se consideré que los parimetros (RLGC)
son constantes, y como se ha comentado pueden depender
de la frecuencia. Sin embargo, el modelo presentado,
seguird siendo vélido mientras que la linea sea uniforme,
tanto en su geometria como en su composicién, es decir,
que, matemdticamente, los pardmetros del modelo R, L, G
y C no dependen de z ni de ¢ Las ecuacién (5) y su
soluciones ((7) y (12)) seran validas para cada frecuencia.

Si la linea tiene pérdidas, la velocidad de fase es
funcién de la frecuencia, lo cual indicaria que si se
pretende estudiar la propagacién de un pulso (compuesto
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por una distribucién de frecuencias A(w)) cada
componente lo hard a una velocidad diferente con lo cual,
al cabo de un tiempo, el pulso se deformaré. El estudio de
la propagacién de ondas o pulsos en lineas con pérdidas
esta fuera de los alcances de este trabajo, por lo tanto nos
centraremos al caso sin pérdidas.

Una linea se dice sin pérdidas cuando ®WL>>R y
wC>>G, es decir, cuando o~0.

En esta aproximacidn, una onda viaja por la linea sin
modificar su amplitud. La impedancia caracteristica de la
linea serd real e independiente de la frecuencia

L
La velocidad de fase en este caso es
Vo = \/LC (16)

la cual también es independiente de la frecuencia, dicho
de otra manera, todas las frecuencias se propagan con la
misma velocidad, con lo cual los pulsos no se deforman al
propagarse.

Para el caso de la linea sin pérdidas existe una relacion
sencilla, entre la inductancia y la capacidad total de la
linea con la impedancia caracteristica y el tiempo de
trénsito, estas son

IC=1)2Z,
lL=ZO t,- .

amn
(18)

IV. PROPAGACION DE ONDAS EN LINEAS

Cuando una linea de transmisién con pardmetros
(RLCG); se une con otra de parametros (RLCG), el
comportamiento del sistema se obtiene resolviendo la
ecuacion (5), en cada linea y aplicando las condiciones de
contorno adecuadas, que para este caso son pedir la
continuidad de la corriente y la tensién en el punto de
empalme; fisicamente este fendmeno se interpreta
diciendo que cuando la onda llega al punto de empalme,
parte de ella se transmite, y parte se refleja, es el conocido
problema de los “rebotes”. Desde el punto de vista
circuital, tendremos un medio con impedancia
caracteristica Zo unido a otro de impedancia caracteristica

Z,. Las ondas de tensién (o corriente) que se generan en

el punto de empalme, hacen que la razén entre la tension
y la corriente en un punto cualquiera de la linea z,, ya no
sea Zg sino que ademds de ser funcién de los pardmetros
de la linea, dependerd de la impedancia de la otra linea, la
frecuencia y la distancia del punto z, al punto de
empalme. En lo que sigue se calculard esta impedancia y
los coeficientes de reflexion y transmisién en los puntos
de discontinuidad de Z; desde un punto de vista circuital.

Coeficiente de reflexion, transmision e impedancia de
entrada de una linea cargada con una impedancia Z;

Supéngase tener una linea, de longitud [, unida por
uno de sus extremos a un generador y por el otro a una
impedancia arbitraria Z;. Para aplicar los resultados
obtenidos se fijard z =0 en la posicién de la carga y la
direccién negativa del eje z de manera tal que el
generador se encuentraen z = — [.

La impedancia de la linea en un punto arbitrario z,
vista desde el generador serd entonces
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V(@) Ae V4 Bett?

A2 = Iz) =70 pAeVe—Betre’

19)

Evaluando esta expresién para z = —I se obtiene la
impedancia de entrada de la linea (Z), y en z=0, la
impedancia de carga (Z;):

A etV —y!
7 = ZOM— ’
! AetVl— B

A+B

(20)

De la tltima expresién se puede obtener el valor del
cociente B/A, denominado coeficiente de reflexidn para el
voltaje (en el punto de carga) y se simboliza con p,

zZ, -7,
Py = Z, +2Z 2h

Este coeficiente evalia la fraccién del voltaje que se
refleja en la carga. Se puede probar que la fraccién del
voltaje que se transmite (llamada coeficiente de
transmisién del voltaje t,) vale:

2Z;
T,=1+p,= Z,+ 7, 22)

Inmediatamente se ve que si Z, = Z, resulta que p,=0
y Ty = 1, es decir, la onda no se refleja. Desde el punto de
vista de la potencia transmitida por la linea significa que
toda la carga recibe toda la potencia, es decir, el
generador “ve” a la linea como si fuera de longitud
infinita.

Esta es la razén por la cual hay que terminar
correctamente los cables que llevan las sefiales a medir a
las entradas de un osciloscopio o una placa de
adquisicién, de otra manera se estard midiendo la sefial de
interés mas la sucesién de rebotes que se generan en el
sistema. También las redes Ethernet tienen un terminal de
50 Q en el primer y dltimo elemento de la red; de esta
manera las ondas “no se dan cuanta de los extremos”, si
uno de estos terminales falta, o una placa cambia su
impedancia de entrada, se producirdn rebotes que
rapidamente haran colapsar la red.

Nétese que como en general Z; depende de la
frecuencia p, y T, serdn también funcién de ésta, por lo
tanto si por éste sistema se propaga un pulso, cada
componente de Fourier de tendrd un coeficiente de
reflexién/transmisién distinto, con lo cual el pulso
cambiard de forma.

De la ecuacién (20) se puede obtener Z; en términos de
Zy, Z1, Y y I resultando:

Z; + Zy tanh(yl)
Zi=Zy—, 5 o

07, — Z, tanh(yl) (23)

y.si la linea no tiene pérdidas y=jfB, entonces la impe-
dancia Z; se podr reescribir como

=2 Zy - Z, j tan(Bl) (23)

Z;

La impedancia de entrada Z, de una linea con una
carga puramente resistiva (Z, real e independiente de la
frecuencia), resulta ser funcién de la frecuencia. Su
caricter (reactivo o resistivo) dependeré del producto {i,
o lo que es lo mismo #,, en otros términos, la linea podrd
comportarse como una resistencia, un capacitor o una
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inductancia dependiendo de su longitud y de la frecuencia
de la onda que por ella se propaga. También se puede
decir que la ecuacién (23) o (23’) no s6lo permite calcular
la impedancia de entrada de la linea, sino también la
impedancia Z, vista en cualquier punto de la linea,
sustituyendo en lugar de [ la distancia que hay entre dicho
punto y la carga. Es ilustrativo especializar la ecuacién
(23) en dos casos limites: cuando la linea en z=0 esta a
circuito abierto (Z, = <o) y cuando esta en cortocircuito
(ZL =0)

Z,,= Z coth(yl) (Zp=oo)
Z,. = Zy tanh(yl) (Zp=0)

(24)
(25)

A partir de estas Gltimas ecuaciones se llega a que el
producto de la impedancia de la linea cuando estd en
circuito abierto y cuando esta en circuito cerrado es una
cantidad igual al cuadrado de la impedancia caracteristica:

2=7,72 (26)

ca“—cc

Si la linea no tiene pérdidas (o0 ~ 0), las ecuaciones 24
y 25 escritas en funcién de la frecuencia se reducen a:

2, =] Zy cot(wr,); @7)

Z..=j Zy tan(wt,). (28)
V. RESONANCIAS EN CIRCUITOS CON LINEAS
DE TRANSMISION

El hecho que la impedancia de entrada de una linea
sea funcién de la frecuencia, de su impedancia
caracteristica, de su longitud, y de la impedancia de carga,
hace que aparezcan fenémenos interesantes cuando se las
considera como parte de un circuito eléctrico. En efecto,
consideremos un circuito como el presentado en la
figura 2, a la linea se la considerard en circuito abierto o
cortocicuitada. Las frecuencias de resonancia (@) de éstos
circuitos resultan ser los ceros de la ecuacién:

+jw L'+ R + Z(w)=0

joC (29)

¢ L Z(®)

——0—__ (=
e
"
AMA—

Figura 2:Circuito eléctrico para estudiar las resonancias de
una linea de transmision

La ecuacién (29), tiene un nidmero infinito de
soluciones las cuales son complejas: @ = W+j W;, y no
resultan ser mdltiplos de una “frecuencia fundamental”
Las frecuencias ® resultan ser las frecuencias propias del
circuito. La parte real o, estd asociada con la frecuencia
de oscilacién y la parte imaginaria ; con la atenuacion de
dicha oscilacién.

Si puede suponerse que z,<<l (aproximacién de
linea corta) y que la linea no tiene pérdidas, para la
configuracién en donde estd a circuito abierto se
encuentra que la primera frecuencia de resonancia es
aproximadamente
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0, + 0
W; +j 0;=

1(% 1) (RY R
L'\t ") e ) Yar

La cantidad u)(r) tiene una interpretacién muy sencilla,

(30)

ya que puede reescribirse como:

0 171 1Y (R

0y = Z—'(ICJ“E}(iE) Gb
Esta frecuencia es justamente la correspondiente a la
resonancia que resulta en un circuito que tiene dos
capacitores (C’ y IC en paralelo) y una inductancia L'.

Si la linea estd terminada en un cortocircuito, la

primera frecuencias de resonancia, en la aproximacioén de
linea corta, resulta:

0, - 0_
0, +Hw;=

1 R 2R
L+ Zg)C ‘(2(L'+ zot,)) ~HTzgy GY

La parte real de esta cantidad corresponde a la frecuencia
de resonancia de un circuito que tiene una sola capacidad
(C") y dos inductancias en serie L" y IL.

Como iltimo punto se presentaran dos casos muy
particulares de resonancia. Se estudiaran dos circuitos, en
los que en un andlisis simplificado no deberia haber
resonancias. El primer circuito (A) es similar al de la
figura 2, en el cual no estd el capacitor C' y la linea esta
en cortocircuito. Podria pensarse que el circuito esta
formado por dos inductancias: L' y la de la linea, pero
como la impedancia de ésta viene dada por la ecuacién
(28), habri un rango de valores para ¢, tal que
tan(wt,)>0, y la linea se comportard como un capacitor,
pudiéndose lograr entonces las condiciones para la
resonancia. El otro circuito (B), serd uno en el que L' es
nula y la linea se encuentra a circuito abierto.
Nuevamente un andlisis simplificado dirfa que el circuito
esta formado por dos capacitores (C' y el de la linea), y no
deberia resonar, pero al igual que en el caso (A) habrd un
rango de ¢, para el cual cor(wr,)<0 y la linea se
comportard como una inductancia. Las frecuencia de
resonancia para el circuito (A) y (B) respectivamente
resultan de

J@ L'+ R' + jZytan(wt,)=0

(33)

+R' - jZycot(wt,)=0. (34)

1
jwC
VI. DISCUSION Y CONCLUSIONES

Algunos puntos importantes a discutir sobre las
consecuencias de este modelo son los siguientes:

La impedancia caracteristica, atin en el caso de linea
sin pérdidas, no es una magnitud que se pueda medir con
un ohmetro (aunque tenga unidades de ohm). La
impedancia representa la razén entre la amplitud de la
onda de tensién y la amplitud de la onda de corriente en
un punto dado, y no el cociente entre la tensién aplicada a
la linea y la corriente que por ella circula. Si la linea no
tiene pérdidas, la impedancia caracteristica es real y vale
(LIC)"*, s6lo depende de su geometrfa y el material
dieléctrico que la ocupa y es independiente de la
resistividad de los conductores.
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Las sefiales en la linea de transmisién se propagan con
la velocidad v, que es menor que la velocidad de la luz en
el vacio y esto es importante al momento de querer
sincronizar eventos. Para un cable coaxial del tipo RG58
(el utilizado en la mayoria de los laboratorios) la
velocidad v, es de aproximadamente 0,2 m/ns; luego si la
sefial se genera en un instante #, y viaja por un cable de
10 m de longitud, llegara al sistema de medicién con un
retraso (¢,), si registramos varias sefiales simultineamente
se debera tener en cuenta estos retrasos (y los propios del
los transductores) para ordenar temporalmente los
eventos. Esta diferencias son facilmente medibles con los
osciloscopios que se encuentran en los laboratorios de
alumnos actuales.

Si la impedancia de carga de una linea de transmisién
es resistiva y mayor que su impedancia caracteristica, de
la ecuacidén (21) surge que la onda reflejada tendrd la
misma fase que la onda incidente. De la ecuacién (22) se
obtiene que la onda de voltaje sobre la carga tiene la
misma fase y una amplitud mayor que la de la onda
incidente, este valor esta acotado por 2A cuando la
resistencia de carga es mucho mayor que la impedancia
caracteristica de la linea. En cambio, si la resistencia de
carga es menor, en la onda reflejada habrd un cambio de
fase en 1 (es decir, el voltaje reflejado serd de signo
opuesto al incidente) y el voltaje sobre la carga no
cambiara de signo. Lo comentado hace imprescindible,
aun si no se trabaja con pulsos de corta duracién, la
correcta terminacién de los cables que llevan la sefial a los
sistemas de medicién. En efecto, si por un cable de 50 Q
se lleva al osciloscopio una seiial para medir su amplitud,
aunque esta sea de baja frecuencia, y si el canal no esta
terminado en 50 Q, se produciri a la entrada del
instrumento un rebote, la sefial transmitida tendrd una
amplitud, aproximadamente el doble que la que llegé a
dicho canal y esto muy probablemente introduce un error
sistemdtico en la medicién.

Como la impedancia de entrada de una linea depende
de su estado de carga, resulta que la unién o bifurcacion
de lineas no sea una cosa sencilla; los divisores de sefial,
muy comunes por estos dias es las instalaciones
hogarefias de TV por cable, no son simples T’s, son
acopladores de impedancia, de manera que la linea madre
(de entrada) “ve” su impedancia caracteristica y se evita
asf los rebotes que disminuirfan la potencia transferida a
las distintas ramas de la instalacidn.

Si la linea, que puede suponerse sin pérdidas, se
termina en un cortocircuito o en un circuito abierto, su
impedancia de entrada es puramente reactiva (~jX;)
ecuaciones (27) y (28). En cualquiera de los dos casos, la
reactancia puede ser inductiva o capacitiva, dependiendo
del valor de Bl = wt,, ya que las funciopes tan(wt,) y
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cot(wt,) pueden tomar valores positivos o negativos. Una
linea a circuito abierto se comportard como un capacitor
cuando su longitud sea tal que (n-1)AM/4<[<nA/4 (con
A=2nc/o la longitud de onda y n=1,23,...), pero se
comportard como una inductancia cuando su longitud sea
tal que nAd<i<(n+1)A/4 (n=1,2,3...). Es interesante notar
que la reactancia de entrada de lineas terminadas en
circuito abierto o cortocircuitadas, son idénticas cuando
sus longitudes difieren entre si por un miltiplo impar de
A4

Las frecuencias de resonancia que aparecen en
circuitos con lineas de transmisién tienen un periodo
T=2m/®, que no se corresponde en forma directa con el
tiempo de transito en la linea ¢,.

La cantidad de modos que se podrdn observar depende
del tiempo caracteristico de la excitacidn del sistema, que
en el circuito de la figura 2, es el tiempo de cierre de la
llave S Las frecuencias de resonancia de alto orden,
podrdn no verse, atin en el caso de contar con un sistema
de adquisicién adecuado, debido a que la hipdtesis de
linea sin pérdidas deja de ser vdlida para altas frecuencias.

El lector interesado en profundizar el tema de las
resonancias en circuitos con lineas y el efecto de cierre
finito de las llaves puede hacerlo en las referencias 6 y 7
respectivamente.
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