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Denominamos multiestado a una reaccién quimica genérica A + B — C, cuando uno de los reactivos, por
cjemplo A, o ambos pueden asumir distintos estados caracterizados cada uno de ellos por una velocidad de
reaccion diferente. En esta comunicacién consideramos un modelo de reaccién de dos estados mediado por
difusién con tasa de reaccién finita para cada uno de los dos estados posibles del reactivo fluctuante. Esta
formulacién generaliza anteriores tratamientos tedricos. El esquema puede extenderse con relativa simplici-
dad a mds estados. El modelo de reaccion se plantea como un problema de atrapamiento en una caminata
aleatoria de tiempo continuo en una red, con propiedades de difusién generales para los caminantes y una
trampa que fluctia entre dos estados que se distinguen por el tiempo medio de atrapamiento en la coinci-
dencia trampa-caminante. Se calculan la densidad de probabilidad para el tiempo de atrapamiento de un
caminante, la tasa de reaccién y la probabilidad de supervivencia. Los resultados obtenidos se expresan
en funcién de la densidad de probabilidad para el tiempo del primer pasaje para el problema equivalente
sin atrapamiento.

A generic chemical reaction A + B — C is called multistate when one of the reactives, for instance A, or
both of them may assume different states, each one of them being characterized by a distinct microscopic
reaction rate. We present in this communication a bistate diffusion mediated reaction model with a finite
microscopic reaction rate for each one of the fluctuating reactive states. This possibility generalizes previ-
ous models of dynamic trapping. The scheme may be easily extended to more intrinsic states. The modecl
is formulated as a trapping problem in a continuous time random walk on a lattice, with general diffusion
properties for the walkers and a fluctuating trap between two states distinguished by the mean trapping
time when the walker is on the trap. It is calculated the probability density for the trapping time of a
walker starting at a particular position of the lattice, the reaction rate and the survival probability. All of
these magnitudes are expressed in terms of the first passage time density for the equivalent random walk

model without trapping.

Pacs N? 05.40+j; 05.60.4-w; 02.50+Ey; 82.20 Fd

1 Introduccién

Denominamos como proceso de atrapamiento en una
caminata aleatoria de tiempo continuo (CTRW) a un
proceso en el que un caminante, cuando alcanza un
sitio particular de la red, desaparece de la misma. La
magnitud a determinar en este problema es la densi-
dad de probabilidad para el tiempo de atrapamiento
o densidad dec probabilidad de absorcién (APD) para
una particula que comienza su CTRW en un sitio de
la red que denominamos en general 5p. Esta densidad
puede interpretarse como la tasa de reaccién para las
particulas que inicialmente se encuentran en Sp. En
la versién mds simple del problema se supone que el
atrapamiento es inmediato al arribo al sitio en que estd
ubicada la trampa, en cuyo caso la APD coincide con
la densidad de probabilidad para el tiempo del primer
pasaje (FPTD).

El concepto de atrapamiento es muy general y
de utilidad para la descripcién de diversos fenémenos
fisicos, quimicos o biolégicos(!).  Asi por ejem-
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plo cuando consideramos los procesos de reacciones
quimicas mediados por difusién, el atrapamiento
corresponde a la desaparicién de los reactivos como
tales, pasando a formar parte de una nueva especie:
esquemdticamente A + B — C), En estos casos
el tiempo de atrapamiento corresponde al tiempo en
que ocurre la reaccién. También pucde aplicarse cl
esquema de atrapamicento al cstudio de procesos in-
fecciosos en los que el atrapamicnto corresponde a la
introduccién de un virus en una célula®. El tiempo
de atrapamiento corresponde en este caso al tiempo de
infeccién.

El problema del atrapamiento en un proceso difu-
sivo se ha planteado tanto en redes como en el espa-
cio continuo, exhibiendo en general ambas aproxima-
ciones el mismo comportamiento asintético a tiempos
largos. Sin embargo a tiempos cortos la aproximacién
de espacio discreto ofrece una mejor descripcién del
proceso(®, de interés en particular cuando la resolu-
cién temporal de los experimentos estudiados permiten
apreciar dicho comportamiento(®).
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Distintas generalizaciones se han propuesto al es-
quema de atrapamiento md&s simple basado en la
aproximaciéon de la FPTD, pudiendo agruparse en
dos categorias que denominamos de atrapamiento
imperfecto(®?) y de atrapamiento dindmico(®®), pu-
diendo incluso combinarse ambos tratamientos. El es-
quema de atrapamiento imperfecto consiste en suponer
que la absorcién del caminante no se da necesaria-
mente en el instante de arribo al sitio trampa sino que
por ¢l contrario existe un tiempo finito de reaccién en
el encuentro entre los reactivos, pudiendo estos incluso
separarse sin que se produzca la reaccién en un encuen-
tro. El esquema de atrapamiento dindmico supone a
su vez la existencia de estados activos e inactivos para
la trampa, dec mancra tal que cn el encuentro entre los
reactivos el atrapamiento sélo tiene lugar si la trampa
estd en un estado activo. La transicién entre los es-
tados internos de la trampa se suponen regulados por
una dindmica independiente del proceso de difusién
de los caminantes. Este esquema contempla también
la posibilidad de que los reactivos se separen sin que
se produzca la reaccién. Recientemente se ha presen-
tado una combinacién de ambos esquemas en el es-
pacio continuo(!®), En esta aproximacién la trampa
puede estar en distintos estados internos con distinta
tasa de reaccidon en cada uno de ellos. En esta comuni-
cacion presentamos una generalizacion del esquema de
atrapamiento multiestado en redes propuesto en una
comunicacién anterior(!?): la reaccién A + B = C
se produce en el encuentro entre ambas especies con
una tasa de reaccién microscépica dependiente del es-
tado interno de uno de los reactivos. Esto se refleja en
el modelo aqui presentado asumiendo que la trampa
puede encontrarse en distintos estados internos, cada
uno caracterizado por una tasa de atrapamiento dife-
rente. Suponemos aqui por razones de simplicidad una
dindmica de atrapamiento de primer orden en cada es-
tado.

Hemos elegido trabajar en base a una CTRW en
una red dado que como ya fuera mencionado este es-
quema permite una mejor modelacién del sistema a
tiempos cortos.

2 Descripcién del Modelo

Consideramos una red infinita con una distribucién ini-
cial de caminantes. Cada sitio en la red se identifica
por un vector entero §, de forma tal que, por ejem-
plo, para una red cibica simple con pardmetro de red
a la posicién de un caminante estd dada por ¥ = as.
Suponemos que en t = 0 los caminantes estdn dis-
tribuidos en la red con una concentracién cg (5). Cada
caminante puede efectuar una CTRW, caracterizada
por la densidad de probabilidad temporal de saltos
P(s, gt —t'}), para la transicién § — §al cabo de un
tiempo de permanencia t — t’ en el sitio & "
Suponemos ademds la presencia de una trampa en
la posicién 8 de la red . La reaccién A+ B — C es
representada en el modelo como una transicion de un
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Figura 1: RW en una red unidimensional infinita en
presencia de una trampa dindmica. Las transiciones
entre sitios de la red quedan determinadas por la den-
sidad de probabilidad (§, 5 t) (ver texto), indepen-
dientemente del estado de la trampa. La absorcién
(transicién al limbo) en el modelo se da a través de dos
eventos mutuamente excluyentes: (el) transicién con
la trampa en estado 1 lo que significa tasa de reacciéon
71 0 (e2) el caminante en §; hace una transicién al
limbo con la trampa en estado 2 lo que implica una
tasa de reaccién 7. Las transiciones entre estados de
la trampa estédn dadas por las densidades f;; (t).

caminante del sitio §; a un estado de limbo del cual
no puede regresar. En este trabajo consideramos una
trampa multiestado, correspondiendo cada cstado de
la trampa a cada uno de los distintos estados posibles
de activacién de uno de los reactivos. Nos restringimos
en esta comunicacién a considerar dos estados posi-
bles con una dindmica de reaccién de primer orden
en ausencia de difusién: la densidad de probabilidad
condicional de atrapamiento al cabo de un tiempo ¢ del
encuentro de los reactivos es ; exp [—7;t] con un valor
distinto de ~; para cada estado de la trampa; condi-
cionado a que el caminante ha permanecido en ;. Sélo
consideramos dos estados posibles para la trampa en
esta comunicacion, aun cuando la generalizacién a més
estados es directa.

Los cambios de estado de la trampa estan descrip-
tos por dos densidades de probabilidad f;; (t) para el
tiempo de permanencia en el estado 7 previo a la tran-
sicién j — i. Suponemos que los cambios de estado
de la trampa no afectan las propiedades de difusién de
los caminantes i.e. la densidad v (3, 37;¢) es la misma
para cualquiera de los estados de la trampa, salvo en
el sitio §;. En la posicién de la trampa compiten dos
procesos: la transicién del caminante a un sitio vecino
continuando con su CTRW y la transicién al limbo o
atrapamiento.

Tlustramos esquematicamente el modelo propuesto
con una versién unidimensional en la figura 1, adn
cuando los resultados obtenidos son vilidos para una
red en general tridimensional.

El proceso de atrapamiento se produce a través
de dos eventos mutuamente excluyentes: el) el atra-
pamiento con la trampa en estado 1 con una tasa de
reaccién v; y e2) el atrapamiento con la trampa en
estado 2 con una tasa de reaccién ;. El modelo
as{ planteado constituye una generalizacién del pre-
sentado en!) en el que se consideré una situacién
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extrema correspondiente al limite v; — o00; 72 — O:
la trampa con un estado activo con tasa de reaccién
infinita (atrapamiento instantdneo) y un estado inac-
tivo.

A continuacién describimos brevemente el proceso
de difusién de un caminante, el de cambio de estado de
la trampa y la dindmica de reaccién a fin de presentar
las magnitudes que serdn utilizadas en la resolucién
del problema.

2.1 El proceso de difusién

Resumimos aqui algunos resultados conocidos de la
teorfa CTRW para un caminante en una red infinita
sin trampas, que denominamos el problema homogéneo
equivalente o simplemente el problema equivalente, con
una densidad de probabilidad de saltos 9 (§,§’;t). Es
un hecho bien establecido en la teorfal!2!3) ]a necesi-
dad de considerar una densidad distinta v (8, 3p;t)
para el primer salto.

A partir de estas magnitudes definimos la probabi-
lidad de permanencia (sojourn probability)

o0
\Il(E;t)=/ dt Z'L,b(s,é',t) 1)
t -
en un sitio §'y para la posicién inicial (primer salto)

oo
’I‘(Eo;t)=/ @' Yo(smt) @
t =
Una magnitud central en la teoria CTRW es la pro-
babilidad condicional P (§,35p;t) de encontrar un ca-
minante que comenzé su CTRW en el sitio 55, en la
posicién § al tiempo ¢. Esta probabilidad puede ex-
presarse

P(g, go;t) (S(),t) (53 30

/dt ZPG( t—t)u(s*',s*o;t') ®)

donde P€ es la funcién de Green para la probabilidad
para la posicién en la CTRW i.e. la solucién que se
obtiene identificando

v (8, 50;t) = (5;‘;06 (t - 0+) (4)

que corresponde a sincronizar el tiempo en la des-
cripcién del proceso con el instante de la transicién
a la posicién inicial, considerada ésta como el primer
salto(?,

En la teoria CTRW resulta de interés para el es-
tudio de los problemas de atrapamiento la densidad
temporal de probabilidad para el tiempo del primer
pasaje (FPTD) por el sitio & F (3,5;t). Esta mag-
nitud puede calcularse a partir de la probabilidad
condicional para la posicién, generalizando la ecuacién
en{!?) para una dindmica no markoviana

P (8,50;t) = T (50;t) 05,5, +

t (5)
+/ dt' PC (5,5t —t') F (5, 50;t")
0
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El primer término toma en cuenta las realizaciones
en las que el caminante no se ha desplazado de su
posicién inicial al tiempo t. El segundo término in-
cluye la contribucién de las realizaciones restantes en
las que el caminante visita el sitio § por primera vez,
arribando por primera vez al mismo en el instante t’, y
se encuentra en el mismo sitio luego de transcurrido un
tiempo ¢ — t’. Notamos que en el integrando aparece
PG (5’, g t), la probabilidad condicional para el caso
sincronizado. Esto se debe a que suponemos que el ins-
tante de arribo para la primer visita es precisamente

t’. Tomando transformada de Laplace en (5) obtene-
mos

P (5, 50;u) — Y (50; 1) 05,3,

P& &) = =55 50

(6)

donde indicamos la transformada de Laplace de una
funcién del tiempo por la sustitucién de la variable
t—u

9= [ T e g (1) )

Sefialamos que (6) es de validez general, ya que no
depende de suposiciones particulares como por ejem-
plo markovianicidad o proceso separable. La FPTD
asf obtenida resulta dependiente de la condicién ini-
cial asumida. En particular para el caso sincronizado
(4) y dado que segtin (2) Y (3p;t) = 0 Vt, obtenemos
la funcién de Green para la FPTD

PG (Ea _‘O)u)

FOE %) = posm

(8)

Si en cambio, también para el caso sincronizado, no
consideramos la transicién a 5y como la primer visita
sino la siguiente, expresado por la eleccién v (3, 57;t) =
¥ (5, §’;t), obtenemos

PC (5,50, u) — ¥ (30;u) 5.5,
PG (§, §0; u)

F* (5, 50;u) = 9)
Los resultados (8) y (9) sélo difieren entre si cuando

§' = §p, correspondiendo el resultado en (9) a la densi-

dad de probabilidad de retorno al origen(!%).
Verificamos en general que

:ZFG (é’,é";u)v(é",go;u) (10)

2.2 La dinamica para el cambio de estado

Denotamos por f;; (t) a la densidad de probabilidad
para el tiempo de transicién de la trampa desde el es-
tado j: fi; (t) dt es la probabilidad de que la trampa
haga la transicién j — < entre ¢t y ¢t 4+ dt contado el
tiempo desde que la trampa alcanzé el estado j. Para
las fluctuaciones de la trampa serd necesario definir
ademds una densidad de probabilidad h;; (t) para la
primer transicién de la trampa desde la llegada del
caminante al sitio §;. Esta densidad de probabilidad
para la primer transicién deberd considerarse en cada
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visita del caminante a la trampa, dado que en general
en cada visita del caminante a 37, habra transcurrido
un cierto tiempo (desconocido) desde que la trampa
alcanzd el estado presente. A partir de estas densi-
dades determinamos la probabilidad de mantener un
estado interno de la trampa por

O, (t) = /too dt’ fi; (t') (11)

y la probabilidad de mantener el estado inicial por

o0
Ho ()= [ dt'hiy (¢) (12)
¢

En ambas ecuaciones hemos tenido en cuenta que
en el modelo formulado la trampa sélo puede asumir
dos estados posibles.

Aun cuando la ecuacién central que presenta-
mos para la resolucién del problema en la préxima
seccién es de validez general, obtendremos un resul-
tado analitico explicito al considerar una dindmica
markoviana fi; (t) = p; exp (—p;t), con p; la tasa de
transiciones j — .

La simplificacién introducida al suponer una
dindmica markoviana se debe a que no es necesario
en la teorfa considerar para este caso una densidad de
probabilidad distinta para la primer transicién, segin
ya fuera discutido en”). En este caso la probabilidad
condicional para encontrar la trampa en el estado i al
tiempo ¢t suponiendo j ¢l estado inicial resulta

P (t) = az; + bije™! (13)
con las definiciones
B— e
a =
Bt By
H+ —H-
b p—
—H+ M-
noo= B+ po (19)
M1
By = -
m
_ H2
T p

2.3 El proceso de atrapamiento

Cuando un caminante llega al sitio 37, la posicién de la
trampa, dos procesos entran en competencia: la tran-
sicién a un sitio vecino, escapando de la trampa, y el
atrapamiento o transicién al limbo. Procediendo como
en!!) calculamos la densidad de probabilidad tempo-
ral para ambas transiciones, suponiendo que el cami-
nante llega a 3) en t = g con la trampa en estado j.
La densidad de probabilidad para el escape resulta asi

Vij (gvgl;t_to):'l/)(g,gut—to) Ci; (t~t0) (15)
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correspondicendo a la densidad de probabilidad para el
tiempo t de la transicién §; — §, con la trampa en
estado ¢. Los simbolos C;; en (15) se definen como

Cj; (t) = e™ " H; (t) +
+8_77t‘1)j (t) * C—Vitfji (t) * 8_7jthij (t) +
+6—7jtq)j (t) * e“”“tfj,- (t) * 6_7jtfij (t) *
*e—yitfj,‘ (t) * e_’”lh,;j (t) +...

Ci; (t) = e it®; (t) x e Vthy; () +
+e~ Vit (t) x e~ Wit fi; ()
*e Vit i (t) x e Vithy, () +
+€~’Y"t‘1’i (f) * e—’thfij (t) * C_7itfji (t) *
*C'—’thfij (t) * e_vitfji (t) * 6—7jlllij (t) +...
(16)
donde el simbolo x indica un producto de convolucién
entre las funciones

f(t)*h(t)=/0 ' f(t—tYh(t')  (17)

En la expresién (16) Cj;(t) es la probabilidad
condicional de que la trampa se encuentre en el es-
tado 7 cuando ha transcurrido un tiempo t desde la lle-
gada del caminante a §] sin que el caminante haya sido
atrapado; condicionado a que no haya abandonado la
posicién §;. Cada término en la suma corresponde a
la contribucién de cada una de las realizaciones en las
que la trampa estd en su estado inicial al tiempo t:
manteniendo el estado inicial, aquellas en las que la
trampa cambia de estado dos veces, etc.

Similarmente Cj; (t) es la probabilidad condicional
de que la trampa se encuentre en estado ¢ cuando ha
transcurrido un tiempo ¢ desde que el caminante llegé a
§1 con i # j, condicionado a que el caminante no haya
dejado la posicién 3;. En este caso cada término en la
suma corresponde a la contribucién de cada una de las
distintas realizaciones que comienzan con la trampa
en estado j y finalizan con la trampa en estado i, efec-
tuando 1, 3, 5, ... transiciones.

Notamos que en cada término aparece la densidad
de probabilidad para la primer transicién de la trampa
que refleja la siguiente situacién: cuando la particula
alcanza la posicién 3j en el instante t = tg, el estado
presente de la trampa habra sido adquirido en general
en un instante ¢ < fo y por lo tanto la densidad de
probabilidad para el tiempo de la primera transicion
diferird de fij (t)

Para las transiciones al limbo, en forma similar a lo
discutido para el escape de 37 obtenemos la densidad
de probabilidad

Gij (t) = %Y (t) Cij (1) (18)

para el tiempo de transicién al liinbo con la trampa en
estado 1.

Debemos considerar ademas la situacién del primer
salto cuando la posicién inicial del caminante es la de
la trampa, §p = 51, y el estado de la trampa es ip. En
este caso la densidad de probabilidad para el tiempo
del primer escape es

Vij (g,gl;t) =U(§,§0;t) Ci' (t) (19)
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y corresponde a la densidad de probabilidad para el
tiempo de la transicién §; — 5 con la trampa en estado
1.

Similarmente para el atrapamiento, sin abandonar
la posicidn inicial, tenemos la densidad de probabilidad

€ () =Y (t) Ci; (t) (20)

para el tiempo de atrapamiento o transicién al limbo.

3 Densidad de Probabilidad de Absorcién

Supongamos inicialmente un caminante en la posicién
3o y la trampa con estado ig. Denotamos por
A;, (50;t) la densidad de probabilidad para el tiempo
de atrapamiento del caminante (APD). Para efectuar
el célculo de la APD definimos la magnitud auxiliar
Fl( 10) (31, 80;t): la densidad de probabilidad para el ins-
tante de arribo a §; en la n—ésima visita (NPTD) con
la trampa en estado ¢ suponiendo que el caminante
comienza su CTRW en 35 y que la trampa tiene ini-
cialmente el estado ig. Paran > 2 la NPTD debe satis-
facer una relacidn de recurrencia que refleja la siguiente
condicién: para que se produzca la visita n al sitio 3y,
el caminante debe haber escapado de la posicion 5
en su visita anterior: (n —1). Si denotamos port el
instante de ar r1bo en la visitan — 1 y por t' el tiempo
de escape con t <t < t, la relacién de recurrencia
mencionada resulta

Z/dt Py tt)

JJo

(n)
Fl Jio 61,30,

tl
XE:FG (é‘l,g’;t—t')/ dt jj, (.§',§1;t —t )x
-t 0
8

XFJ((:LIOU (81, S0, t”)

(21)

Senalamos que esta ecuacién es vélida en general
cualesquiera scan las dindmicas que controlan los pro-
cesos de difusion o cambio de estado de la trampa.
Sin embargo la resolucién de la ecuacién no es sim-
ple cuando consideramos dinimicas no markovianas
para el cambio de estado o el atrapamiento. Asi, tanto
Py (t,t'> como ¥jj, (E‘I,é‘l;t' — t”) dependerin del
tieipo transcurrido entre el instante en que la trampa
alcanza el estado jo y t”, el instante de arribo del
caminante a 87 en la visita n — 1. Podemos apro-
ximar la solucién suponiendo que la funcién de dos
tiempos F; (t,t') puede sustituirse por una funcién

P;; (t - t/) de la diferencia de tiempos como en(®),
lo que convierte el segundo miembro de (21) en un
producto de convolucién, que pasa a ser un simple
producto cuando consideramos la transformada de
Laplace

) (@ foiw) = 3 [Fa] B (5, 505w) (22)
3
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donde denotamos por
[m] = ZFE (51,§I;u) i (5,,51;U)
T

Yy por

(23)

FS (5,5u) = £ [P,-]- (t) FC (sq,g’;t)]

El resultado es exacto cuando suponemos una
dindmica markoviana para los cambios de estado de
la trampa, en cuyo caso F;; (t) toma la forma dada en
(13). En este caso

F§ (5,5u) = aFC (5,5"su) +bFC (5,5 u+ u)

(24)
La suposicién de dindmica markoviana para estos pro-
cesos simplifica los célculos permitiendo obtener un
resultado analitico.

La ecuacién (21) es vélida para n > 2 y se resuelve
en la representacién de Laplace una vez que encon-
tramos la expresién para la FPTD (n = 1)por el sitio
§1 para un caminante que arranca en Sg. Distinguimos
aqui dos situaciones:

1) 8o # §1, en cuyo caso

Fily (51,8038) = Pioig () F (51, 508) (25
con F'(51,5;t) la FPTD del problema homogéneo
equivalente. Esta ecuacién se justifica por la su-
posicién de que las propicdades de difusién de los ca-
minantes sélo se modifican en la posicién de la trampa.

2) 5y = 51, cuando compiten los procesos de atra-
pamiento y escape. En este caso la FPTD corresponde
a la densidad de probabilidad del primer retorno al ori-
gen (el caminante se escapa de la posicién de la trampa
en un instante ¢ y retorna a esta posicidn al cabo de
un tiempo ¢t — ¢ )

FO) (31,5;0) :/ dt’ ZFC (sl, t—t)
x Pjo1 ( s’ ) (s , 815t )C’liu (t')
(26)

Asf aplicando reitcradamente la relacién de recur-
rencia (22) y usando la expresién para la FPTD que
corresponda segin sca la posicién inicial del cami-
nante, obtenemnos

E(m) (51,805 u) = Z [F(/)} ”‘

J

1

[‘( (.51, 80, ll,) (27)

Una vez resuelta 14 ecuacién para la NPTD
podemos calcular la densidad de probabilidad para cl
tiempo de absorcién en la visita n > 1 del caminante
que comenzd en Sp con la trampa en estado 7g. Para
que se produzca este atrapamiento el caminante de-
berd llegar a 3} en la visita n a un tiempo t' <t el
instante de absorcién y luego efectuar la transicién al
limbo sin abandonar 5; al cabo de un tiempo ¢t — ¢’
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desde la llegada. Esto queda expresado por el pro-
ducto de convolucién

A (50;t) = ch )% F (51, 503 t) (28)

Consideramos en forma separada la APD para la
visita 0 que da cuenta de aquellas realizaciones en las
que el caminante ocupa inicialmente la posicién §; y
s absorbido sin que se produzca ninguna excursién a
la red

AD (50it) =Y &iip () 00,5, (29)
1

Para calcular la densidad de probabilidad de ab-
sorcién al ticmpo ¢ independientemente de la visita cn
que se produzca sumamos la contribucién para todo
mimero de visitas (cventos mutuamente excluyentes)

Ai (305t) = Z Aﬁ;” (50: )

n

(30)

Hasta aqui tenemos una expresién formal de
validez general para cualquier dindmica. Si ahora
pasamos a la representacién de Laplace, en la aproxi-
macién de la ecuacién (22), obtenemos finalmente

Z {€iio (u

+3G ) [1- F¢] ‘ FO (51,503 u)

jjo

A, (Sosu) =

80.81

(31)

Obtenemos una forma mds explicita para la
dindmica markoviana (13) desarrollando los produc-
tos de matrices y distinguiendo los casos 5y # 51 de

59 = 5. Para la situacién general, 3y # §1, la APD
resulta
A (So,'u.) F(Sl’so’ )+b1io7l'N (U)F(gl,go,u_i_u)

mp ()
(32)
con la definicién de los simbolos

I ad <§1,§’;u) x
EI
x i (5, 515) + s (57, 305w |
Ff (u) =) FC° (51,5';U+u) X

L
X [HM/JH <5’,§1;U> — p—Pa (§I,§1;u)]

{11 +¢a][1=F§ = [¢124¢20) [1 - F]
[C114€21] [#—+F25+]+[C12+C22][p,+— l5+]

7wy (u) =

(1= ) P8 )15 ) )
(Cll‘l“(?l)(ﬂ +F. )+(<12+C22)(/A+— H-)

mp (u) =

33)

donde no hemos hecho explicita la dependencia en u

de las funciones en las dltimas definiciones a fin de dar
mas claridad a las expresiones.

Cuando §p = 8, i.e. cuando el caminante parte de

la posicién de la trampa, en el cdlculo hay que tomar
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en cuenta la expresién particular para la densidad de
probabilidad del tiempo del primer pasaje. Obtenemos
en este caso

-Fto (u) + 7N (u) Fto+ (u) + Zgﬂ (’U.

Aio (§1; ) 7rD( )

(34)
con la definicién de los simbolos

Fi(u) =Y F¢ (51,5’;u) x
 [ors (5", 5050) + oae (3,350
Fip (w) =Y FC (s“l,g’;u) x

]
X [ll-wh' (§’,51;u) — U2y (5'/,51;“)]
(35)

3.1 Probabilidad de Supervivencia y Tasa de
Reaccién

A partir de la distribucién inicial ¢ (5) determinamos
la probabilidad de que al tiempo t la reaccién no se
haya producido aiin, equivalente a la probabilidad de
que ninguno de los caminantes haya sido absorbido por
la trampal”) o probabilidad de supervivencia

P (t) = exp /dt ZA‘O (So, ) (50) io

30110
(36)
donde g;, es la probabilidad de encontrar la trampa en
el estado ig en t = 0. El integrando en el exponente de
(36) corresponde a la tasa de reaccién para el proceso
de atrapamiento

k(t) = A (50;t) co (50) gio

80,%0

(37)

y puede determinarse analiticamente en la repre-
sentacién de Laplace a partir de (32) y (34). Deno-
tamos por el supraindice ¥ la expresién correspon-
diente al atrapamiento en la aproximacién del FPTD
(el caminante es atrapado en el instante de arribo a la
trampa)

kP (1) = ) F (51, 50;1) co (%0)

So#51

(38)

La exclusién de §; en la suma para el modelo del
primer pasaje se debe a que inicialmente la especie B
no puede ocupar la misma posicién que A debido a la
suposicién de atrapamiento inmediato en el arribo a
S1.

Sustituyendo la expresién para la APD, (32) y (34),
en (37) y expresando el resultado en términos de la
solucién en la aproximacién del FPTD (38) obtenemos
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finalmente

kP (u) + 7N (u) [g1p4 — gop—] kP (U+#)+
mp (u)

F; v (u)Fy u -
+ Z {Zfiio (v) + O(u)+1rg((u)) () } ioCo (51)
io i

(39)

De esta forma la solucién al problema de reacciones
multiestado queda expresada en funcién de la solucién
al problema en la aproximacién del FPTD. Notamos
ademds la contribucién de los caminantes inicialmente
en §7 dada por el tltimo término.

En diversos problemas de aplicacidn presentes en
la literatura, resulta de interés determinar la tasa de
reaccién (en particular su limite ¢ - o0 o u — 0)
partiendo de las condiciones iniciales de equilibrio para
el proceso de difusién y para el estado de la trampa

k(u) =

ce

Doy remue@ @)

u

g1 =H- G2 = py (41)

Bajo esta suposicién, sustituyendo (6) y (40) en (38),
obtenemos para la aproximacion del atrapamiento per-
fecto o aproximacién de la FPTD

1 T (u)
uPGC (51, 51;u) PG(§1,§’1;u)]

(42)
en tanto que para la solucién con dindmica de habili-
tacién y haciendo uso de (41)

kP () = ¢ (51)

kP (u)
7p (u)

Y {Zaio (u) + Sltmri iy ) } Gioco (51)
(43)

ke (u) = +

20

4 Proceso Separable y Condiciones Iniciales
Sincronizadas

La expresién obtenida para la tasa de reaccién puede
compararse con resultados equivalentes obtenidos para
el espacio continuo(®19) En estos trabajos se ha con-
siderado la magnitud A (1) = [uk (v)] ' motivado por
¢l hecho de que los teoremas estandard(*®) para el com-
portamiento asintético de una funcién establecen que
lim % (t) = lim {uk (u)]. Consideramos por lo tanto la
t—r00 u—0

expresion que se obtiene sustituyendo el resultado (43)
para establecer la correspondiente comparacién con los
resultados de los trabajos mencionados. Ain cuando
se encuentra una similitud formal, dado que en la ex-
presién para el proceso multiestado aparece la tasa de
reaccidon del proceso monoestado, encontramos algu-
nas diferencias con los resultados del espacio continuo.
Un aspecto propio del modelo en redes es la densidad
de probabilidad diferenciada para el primer salto que
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da lugar a la contribucién del segundo término en la
ecuacién (43). En efecto, suponiendo condiciones ini-
ciales sincronizadas (4), ya discutido en la seccién 2.1,
consistente en hacer coincidir el instante £ = 0 con el
instante de la transicién a Sp, encontramos que desa-
parece la contribucién del segundo término en (43).
En esta aproximacién obtenemos
A(u) = AP (u) wp (u) (44)
Avn cuando desaparece la contribucién originada
en la densidad del primer salto, encontramos que la
funcién que multiplica el resultado del caso monoes-
tado es mds compleja que la encontrada en el modelo
en el continuo. Esta diferencia puede rastrearse hasta
dos suposiciones en los modelos de continuo: la aproxi-
macién de regeneracién del sistema en cada escape de
la particula de la posicién de la trampa, y la restriccién
de escape en estado inactivo. Estas condiciones se con-
siguen en el modelo aqui propuesto en el caso parti-
cular de difusién markoviana, dada por una densidad
de probabilidad separable para las transiciones entre
sitios de la forma

- ! . o o 174
v(E8) =p(2) 5

y considerando ademds el caso limite y; — oo y2 — 0.
Esta tltima suposicién es la que asegura el escape del
caminante sélo en el estado inactivo. Bajo estas condi-
ciones encontramos la coincidencia con los modelos del
continuo

(45)

p1 AP (u + p)

he e ) )

mp(u) =1--

Debemos senalar sin embargo que las discrepancias
encontradas con los modelos formulados en el espacio
continuo no invalidan los resultados aqui obtenidos,
sino que por el contrario son consecuencia del mayor
detalle con que ha sido formulado el problema. Como
ya se menciond, el problema del primer salto aparece
en los problemas formulados en redes. Sin embargo son
estos modelos los que pueden dar una mejor descrip-
cién del comportamiento del sistema a tiempos cor-
tos. Por otra parte, salvo condiciones muy particu-
lares, el sistema no se regenera con cada escape del
caminante de una situacién de atrapamiento y se con-
sideran ademas las posibles fluctuaciones de la trampa
en cada escape del caminante.

5 CONCLUSIONES

En este trabajo hemos presentado un formalismo para
el problema de atrapamiento biestado mediado por
una dindmica de habilitacién en una CTRW. Hemos
generalizado tratamientos anteriores suponiendo una
tasa microscépica de reaccién finita en cada estado,
para una dindmica de primer orden para el atra-
pamiento. El esquema resulta de utilidad por su apli-
cacién a diversos problemas en el Ambito de la fisica, la
quimica o la biologfa. El problema ha sido resuelto en
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forma analitica para dindmicas generales en los proce-
sos de difusién del caminante o de fluctuaciones de la
trampa.

La expresién obtenida para la densidad de pro-
babilidad para el tiempo de la n-ésima visita a 3} y
la expresién para la densidad de probabilidad de ab-
sorcién son de validez general, atin cuando la teorfa de-
pende de los modelos que se formulen para la dindmica
que regula los cambios de estado interno. La solucién
analitica obtenida en forma explicita en esta comuni-
cacidn se basa en la suposicién de una dindmica marko-
viana de primer orden para los cambios de estado. Por
otra parte el resultado obtenido es valido para un pro-
ceso difusivo en general no markoviano.

La APD ha quedado expresada en funcién de la
FPTD para cl problema homogéneo cquivalente y las
magnitudes que determinan la dindmica de la trampa.
El resultado obtenido gencraliza resultados anteriores,
como puede verificarse considerando el caso limite
Y1 — 00, 72 — 0 que nos devuelve la solucién del
problema de atrapamiento con dindmica de habilita-
cién(M.  Asimismo, si consideramos y; = 3 = 7 re-
obtenemos la solucién para el problema de tasa de ab-
sorcién finita!) (trampa imperfecta).

También se han presentado las expresiones genera-
lizadas para la probabilidad de supervivencia y la tasa
de reaccién. Los resultados obtenidos han sido com-
parados con los obtenidos por otros autores en modelos
formulados en el espacio continuo. Se ha mostrado la
coincidencia de ambos tratamientos en los casos par-
ticulares apropiados. Sin embargo el modelo aqui for-
mulado presenta una mayor gencralidad y considera
adecuadamente las fluctuaciones de la trampa en los
casos de cscape del caminante. En particular es un he-
cho bien establecido que los modelos en redes resultan
mas adecuados para considerar el comportamiento a
tiempos cortos en los problemas de atrapamiento, que
es el caso en que resulta de mayor interés considerar
estos modelos generalizados, ya que en el limite a tiem-
pos largos los resultados son equivalentes al de un pro-
blema de atrapamiento monoestado con una tasa de
reaccién intermedia entre los valores considerados(1®)

Senalamos finalmente que el método de resolucién
propuesto constituye una buena aproximacién para
tratar problemas con dindmica de habilitacién no
markoviana. Esta linea de estudio estd siendo de-
sarrollada y pronto se comunicardn sus resultados.
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