Cilculo Monte Carlo de la energia del estado fundamental para un gas de
electrones unidimensional
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Consideramos un gas de electrones unidimeunsional inleractuando via un potencial efectiva propueste por Hu y Das Sarma.
Aplicamos a este sistema el método de Monte Carlo cuéntico con el factor de Jastrow determinado utilizando la RPA. Calculamos asf
la energia del estado fundamental por particula en funcién del parémetro de Wigner-Seitz.

A one dimensional electron ges, interacting via the effective potencial of Hu and Das Sarma, is considered. We epply quantum
Monte Carlo method, with the Jastrow factor determined by using RPA, in order to calculate the ground state energy per particle as a

function of the Wigner-Seitz parameter.

I. Introduccion

El comportamiento de sistemas unidimensionales o
cuasi-unidimensionales de electrones, tales como los
cables cuanticos, es fuertemente dependiente de las
correlaciones interparticulas y es bien sabido de las
dificullades a que debe enfrentarse cualquier intento de
descripcion perturbativa en estas circunstancias. En este
contexto, las técnicas de simulacion del tipo de Monte
Carlo cuantico pueden ser de gran utilidad,
particularmente en la determinacion de las propiedades de
equilibrio. En este trabajo presentamos cilculos de la
energia del estado fundamental en sistemas homogéneos
de electrones limitados a moverse en una linea utilizando
jécnicas variacionales en simulaciones Monte Carlo".

En la proxima Seccion describiremos brevemente
el modelo, esto es, determinaremos el potencial efectivo
entre electrones que usaremos en nuestros célculos En la
Seccién III haremos un resumen de los principios en que
se basa el método de Monte Carlo cuantico. Mostraremos
el algoritmo general asi como algunos otros detalles
relacionados con la actualizacion, en el proceso de
céalculo, de las funciones de onda y los factores de
Jastrow. También consideraremos el célculo de la energfa
y otros aspectos relacionados. Finalmente en IV
mostramos la curva que obtenemos para la energfa del
estado fundamental en funcion del pardmetro de densidad

I1. Modclo

En los alambres cuanticos, el movimiento
electronico estd confinado en dos direcciones (digamos
"y y "z") y libre en la otra. En la aproximacién mis
simple, suponemos que el espaciamiento de la energia de
una particula para el movimiento transversal es
suficientemente grande de modo que sélo consideramos la
menor energfa con funcién de onda @3,z)=¢ ( y)f(z). De
este modo, la funcion de onda total del sistema de muchos
electrones se puede factorizar en un término para el
movimiento en la direccion x por el producto de las ¢, una
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para cada particula. De lo dicho, la ecuacion de
Schrédinger nos lleva a un problema efectivo 1D con un
potencial efectivo uni-dimensional. Evidentemente,
diferentes modelos de confinamiento lleva a diferentes
potenciales efectivos.

Nuestra aproximacion para Ia funcion de onda de
un electron es

Y(x,y,z)= '5_1—‘{,.(}’)51(2)

donde {(y) y&,(z) son funciones de onda indicando

cuantizacion en las direcciones y y z y & es el veclor de
onda en la direccion de la longitud del alambre la cual
estdi en la direccion x con L como la longitud
macroscopica del alambre.

De este modo el potencial efectivo es’

vdeclh'n (x _ xl) =

2)

e2

Jo—x )+ (y-y P +(z-7 )
(REI N A ARTCIARICIN

Tomando potenciales de confinamiento de modo tal que el
movimiento de los electrones esté restringido a un
movimiento en el plano z=0 y de ancho 3 en la direccion
del eje y las funciones de onda resultan tal que cuando son
reemplazadas en el potencial efectivo su transformada de
Fourier resulta:

j' dydy' dzdz'

1
P (g:5) = Ze2j'dx[(o(lq6|)(2—(1—x)
]

cos(2mx )+ 3(2r )" sen( 2mx )
Nuestro interés es calcular la energia E, del cstado

fundamental de un sisterna unidimensional de electrones
cuyo Hamiltoniano esta dado por:

N pl
=V L -
H= §2m +§V(lx, x,l)
donde N es el nimero de electrones de masa m cuya
posicion es x; (i=1,2,...N). Suponemos que los electrones
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interactiian a través del potencial v(x) cuya
transformada de Fourier es el potencial efectivo anterior
'{;cf(’cn'm(q,d)

111. Monte Carlo cuantico

En esta seccion haremos un resumen de los
principios en que se basa nuestro cilculo y diversos
aspectos relacionados

Principios bdsicos

Los métodos de integracion de Monte Carlo son
muy utiles para calcular integrales en mecdnica cuantica.
En un sistema con N particulas en una dimension éstas
integrales son de la forma

(0)- [&s(x)0(x)

faxr(x)
donde x e3 un vector N dimensional, f({x) es una
distribucion de probabilidad y O es el observable. Estas

" integrales tienen dos caracteristicas importantes: alta

dimensionalidad y solo una parte del espacio de las fases
contribuye significativamente a la integral.

El error en esta evaluacion es independiente de la
dimensionalidad mientras que en los métodos basados en
usar grillas depende fuertemente de esta eleccion.

Técnica de Metropolis

El método de Metropolis usa un proceso de

' Markov para generar muestras desde una funcion de

distribucién normalizada f(x)/ Idxf (x). Estas muestras

son usadas para estimar las integrales por
1
=— > 0(x,).
S0
Un proceso de Markov toma una probabilidad de
transicién entre estados, P(x — x') y construye una

serie de puntos X;,X,,..., llamado una cadena. Una

* caracleristica importante de un proceso de Markov e¢s que

la eleccion del proximo estado en la cadena depende solo
del estado actual y no depende de los estados previos.

El método de Mectropolis construye una
probabilidad de transicion de modo que los estados
generados son muestreados desde una deseada
distribucién. Para que esto funcione, la probabilidad de
transicion debe satisfacer la propiedad de ergodicidad.
Esto significa que la cadena de Markov debe ser capaz de

. alcanzar cualquier estado en el sistema. Una condicion
. suficiente para satisfacer la ergodicidad es el balance

detallado
S(x)P(x—>x)=f(x )P(x > x)

El método de Mectropolis divide la probabilidad de
transicion en el producto de una distribucion a priori
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probabilidad de

A(x > x'). La eleccion para la probabilidad de
aceptacion es

T(x—>x) y una aceptacion

Ax o3 )= ”,,.,,[1 M_z_)_}

" S(x)T(x > x)

El proccdimicnto cs muestrear un estado de prueba
X’ deacuerdoa T(x — x') y luego evaluar A(x — x° ).

La probabilidad de aceptacién se compara con un numero
tomado al azar de una distribucién uniforme en [O,I]. Si

A c¢s mayor, ¢l movimicnto cs aceptado, x* pasa a ser cl
nucvo x y ¢s usado para calcular ¢l valor medio del
observable de interés. Dc otra mancra, ¢l movimicnto no
cs accptado, X no cambia y no sc usa para calcular cl
valor medio.

El procedimiento de Metr6polis clige una posicion

dc prucba como x* =x+ y donde y es un niimero al azar
cn ¢l intervalo \:—%,%] dondc a c¢s un pardmetro

ajustable. En este caso T s uniforme.
Monte Carlo variacional

El método de Montc Carlo variacional estd basado
en la evaluacion de integrales que surgen de un principio
variacional. Este principio establece quc la energia
calculada para un dado Hamiltoniano usando una funcién
de onda de prueba, debe ser mayor o igual que la energia
exacta del estado fundamental. La funcién de onda de
prucba es parametrizada y luego optimizada con respecto
a estos pardmetros para encontrar el minimo de energia.

Si la funcidn de onda ¥ estd normalizada
podemos escribir la energia como:

2
= HY(xX)|V(x) dx .
gy e g MG
La mtcgml podcmos calcularla usando el algoritmo de
Metropolis®
—2(‘1’ (x,) HY(x,;))
y el emror estadistico - decae como 'n_%

independientemente de la dimensidn.

Funcion de onda

La funciéon de onda usada en este trabajo es un
determinante de Slater multiplicado por un factor de

Jastrow. El determinante de Slater incorpora los efectos -

de intercambio para las particulas y el factor de Jastrow
introduce las correlaciones. La funcidn de onda es:

Y(i)="¥,(Z)D"(¥)D* (%)

donde D' y D* son los determinantes de Slater para cada
spin electronico y ¥, es ¢l factor de Jastrow. Aungue ¢l
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separar el decterminante de cada spin de esta manera
significa quc la funcion dc onda no cs antisimétrica ante cl
intercambio de particulas de espin opuesto, cuando el
Hamiltoniano ¢s independiente del spin, el valor esperado
dc la cnergia cs ¢l mismo del esperado para una funcion
explicitamente antisimétrica. Usar dos detcrminantes
separados es, computacionalmente, mas eficiente.

El factor de Jastrow el cual es normalmente usado
es:

¥, (%)= Fxp(——zu(x,.x »
l:t/

B

Actualizacion de la funcion de onda

Cada vez que un clectréon se mueve, la funcion de
onda cambia completamente. Recalcular la funcion de
onda a cada paso es un proccso computacionalmente
€0St0s0.

Describimos un proccso para ¢l movimiento de un
electrén con spin T de la posicion X i @ 12 poSicion

xlllvcm‘
Las dos cantidades que debemos calcular son el
cociente de los determinantes nuevos y viejos y el

cocientc de los factores de Jastrow nuevo y vigjo.

Cociente de determinantes

El determinante Dl( X ) tiene clectrones con espin
l y no cambis; el que cambia es D'(3). La matriz
asociada tiene clementos
1
D =¢,x;)
= jkN .
Cuando un electrén se mueve, la i-ésima columna
de la matriz es la que cambia:

P oD’ w80 (% )-0,(X )
?jk_N ”*,N+ w(0, (X 5) 0;(xy )

donde denotamos con el subindice N si es un nuevo
elemento de la mam7 de Slater o con ¥ si es un elemento
viejo.

El cociente de detcrminantes se puodc escribir
€Omo:

9= 55 = LDjwDsr
v

donde BT cs la inversa transpucsta de 1a matriz de Slater.
S; el movimiento del i-ésimo electrén es aceptado
la matriz BT es actualizada de la siguiente manera:
Si k=i )
Dpn =~Dr
q

Sik#i

4 N -
4 Z%. (x,ny )Dmiy

i m=1

_  _ B
Dpn=Dpy -
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Cociente de los factores de Jastrow

En el caso de que el electron i se mueva

€

L= Exp(— Y (u( x5 )= u(x,y )

J¥ =0

v

Determinacion del factor de Jastrow

Para determinar el factor de Jastrow utilizamos la
“random phasc approximation” (RPA). Como estamos
intcresados en describir las correlaciones de largo alcance
dcbido a la interaccion electron-clectron queremos ver la
concxion entre ¢l Hamiltoniano y las fluctuaciones dc
densidad de larga longitud de onda conocidas como
plasmones. Para ello dividimos el Hamiltoniano en un
término electronico de interaccion de corto alcance y un
término de plasmones que esta débilmente acoplado a los

_electrones.

Queremos aproximar el estado fundamental |¥,)
con energia E, del siguiente Hamiltoniano:

7= %Zﬁf Z(;'(x,}+ %Zv(k)ﬁkﬁ; -
i k

X

y escribimos el potencial v‘""”“"“’ (k;d) simplemente como .
v(k), siendo ¥(x) un potencial externo cualquiera. s
Rescribimos el Hamiltoniano de la siguiente manera:

= —Z +ZF(JG)+ ZV(/f)}ﬁZ’

Zv(k )+ nn.,
2=,

- Z\/v(k I'Iknk

|k|<k

donde:

F(x;)=V(x; )—— ZH"H‘_’k
N i

o5 g
|kj<k, L

[Gi(x).d(y)l=~id(x-y)
[ﬁk 'ék' ]= —104r
y I ;Gconmutancon £ y p.

£ (9

]

¥
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Resolucion del Hamiltoniano extendido

Realizando la transformacion
8 = Exp(—i Y Jv(k)q, i)
|k|<k'
obtenemos cl nuevo Hamiltoniano:

A= %Z +21<(x)+ > (k)R A~
jhj>k,

N v(k)+-— S, A+
21‘ ’k|<k

v(k) |v(k'
‘/ () “ ( 99 —k”k-kkk +
2k,k<k

k
+IZZ\[ T k) g ki pi - 5¢)

{kl<k,

Definiendo AH‘ = Wk )JW(k' )i,_ kK’ y despreciando

¢l Gltimo término dcl Hamiltom'ano obtencmos:

T ars = Z Py V(k)ﬁk’;;"
2[I¢l>k
v(k)+ZF(x) -;- 4
+]—“A"'
2‘{ g .

El estado fundamental de los plasmones sera:

¥ a,ochp(——Zn A‘”’ .

|k[<k
Y @ppq =", D donde D es el determinante de Slater.
En el caso homogéneo ¢s

A = %kzv(k .

- A4
Antitransformando, utilizando el operador

5 _ [ 0
Froer = TT|I°)°|

proyector
obtenemos
(I) oc e-ligf(x"x/)
‘ donde
v(k v(k _)a, 172 ka
u(x,,x,)= Z T A '

= kk'
y, en el caso homogéneo,

(%, X, )—\/T 2 V(k e
L, .

IV. Resultados
Los resultados obtenidos para la energia del estado

- fundamental por particula en funcion del parametro de

acoplamiento rg se muestran en la Figura 1.
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Energia por particula

Figura 1: Energia por particula del estado fundamental en
Juncion del parémetro de Wigner-Seitz.

La energia esti en unidades de e*/2cap donde ag cs el
radio de Bohr y el parimetro r, estd definido cn una
dimensién como p=N/L=1/2rag
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