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Caminatas Aleatorias Desacopladas para Distribuciones de Lévy
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Se presenta un modelo de difusién basado en el esquema de Caminatas Aleatorias de Tiempo Continuo
(CTRW) con densidad de probabilidad desacoplada para las transiciones, donde la probabilidad de saltos
largos es proporcional a x ™!~ (distribuciones de tipo Lévy). Adn cuando la probabilidad para la posicién
del caminante al tiempo t, P (z;t), no tiene segundo momento finito para 0 < v < 2, es posible definir
el ancho de la distribucién recurriendo a estimadores alternativos. Se encuentra ademds que cualquier
estimador razonable para el ancho de la distribucién exhibe la misma dependencia temporal en el limite
de tiempos grandes, dado que en este limite P (xz;t) converge a la densidad L. (x/t%), una funcién de
Lévy. Esta propiedad de “escaleo” se verifica numéricamente a partir de experimentos de Monte Carlo.
Se encuentra que si la densidad de probabilidad para los tiempos de pausa entre transiciones tiene primer
momento finito entonces o = 1/, en tanto que para densidades con comportamiento asintético t~ 178 con
0< B < 1 (densidades de “colas largas”) a = /7. A partir de esta propiedad de “escaleo” proponemos un
criterio generalizado para la clasificacidon de los procesos difusivos conforme al valor de a.

It is introduced a diffusion model in the Continuous Time Random Walk scheme for the continuous space
with a separable transition probability density, where the probability for long jumps is proportional to
27177 (a Lévy like probability density). Even when the probability density for the walker position at
time ¢, P (z;t), has not a finite seccond moment when 0 < v < 2, it is possible to define a width for this
distribution if we consider alternative estimators. It is then found that any reasonable width estimator
will exhibit the same long time behaviour, since in this limit P (z;t) goes to the distribution L, (z/t*), a
Lévy distribution. This scaling property is verified numerically by means of Monte Carlo simulations. We
also find that if the waiting time density has a finite first moment then a = 1/v, while for densities with
assymptotic behaviour t 717 with 0 < 8 < 1 (“long tail” densities) it is verified a = 8/~. Based on this
scaling property we propose a generalized criteria for the clasification in superdiffusive and subdiffusive

processes, according to the value of a.

Pacs N° 05.40+j; 05.60.+w; 02.50+Ey; 82.20 Hf

1 Introduccién

El estudio y modelado de procesos difusivos anémalos
ha recibido recientemente creciente atencién(*?. Es-
tos procesos se clasifican generalmente a partir de
la dependencia temporal (en el limite de tiempos
grandes) del desplazamiento cuadritico medio del
caminante

(@® (1)) ~ £ (1)

El proceso de difusién normal corresponde al valor
a = 1/2 que separa los regimenes subdifusivo (o <
1/2) y superdifusivo (a > 1/2).

Diversos fenémenos exhiben un régimen subdifu-
sivo como podemos encontrarlo en procesos de trans-
porte en sistemas amorfos como materiales porosos,
cristales dopados, etc.(8711),

Adn cuando menos frecuentes, también encon-
tramos regimenes superdifusivos en sistemas hamil-
tonianos con dindmica cadtica o en flujo turbulento
en fluidos(?715), En particular para este wltimo caso
Monin y Yaglom(!?) han encontrado valores de o cer-
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canos a 3/2.

La formulacién estocastica de los fenémenos de
transporte a partir de modelos de caminatas aleato-
rias para procesos superdifusivos requiere la conside-
racién de densidades de probabilidad de transicién
acopladas(® ") si se pretende tener un desplazamiento
cuadratico medio finito. Sin embargo, como se ha
mostrado en trabajos anteriores(18:17) esta restriccién
resulta innecesaria si consideramos estimadores alter-
nativos para el ancho de la distribucién. El uso de
estos estimadores ha permitido considerar densidades
de probabilidad para transiciones separables donde la
densidad de probabilidad para el largo de saltos tiene
un comportamiento asintético 27177 , con 0 <y < 2,
para saltos largos.

Como estimadores alternativos hemos propuesto
la reciproca de P (z = 0;t), la densidad de probabi-
lidad para la posicién en el origen, o zy/2 tal que
P (z1/2;t) = 1/2P (z = 0;1), es decir el ancho a al-
tura mitad. Estos estimadores tienen la misma de-
pendencia temporal que (z%(¢)) a tiempos largos en
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el caso de difusién normal. También hemos estable-
cido una conexién con la estadistica no extensiva de
Tsallis® considerando como estimador del ancho al
segundo g-momento de la distribucién con la relacién
7=03+7)/1+7).

En la continuidad de este trabajo presentamos
en esta comunicacién un estudio numérico, basado
en simulaciones de Monte Carlo, del comportamiento
asintético de la densidad de probabilidad para la
posicién al tiempo t, P (z;t). Encontramos en par-
ticular que a tiempos grandes P (z;t) converge a una
funcién de Lévy en la variable £ = z/t'/7, L, (£), con
comportamiento asintético £~ para valores grandes
de &, cuando la densidad de probabilidad para el
tiempo de pausa entre saltos tiene primer momento
finito. El resultado puede extenderse a densidades
de tiempo de pausa con primer momento divergente,
caracterizado por el comportamiento asintético t=1—#,
con 0 < B < 1, para tiempos de pausa grandes. En
este caso encontramos que el factor de escala temporal
es t7/7, es decir que P (z;t) converge a una funcién de
Lévy L., (z/tP/7).

El plan de la presentacidn es el siguiente: en la se-
gunda seccidén, a continuacién, resumimos el modelo
de caminata aleatoria de tiempo continuo (CTRW),
encontrando en forma analitica el comportamiento
asintético a tiempos grandes para una densidad de
tiempos de pausa (WTD) con primer momento finito,
basado en la generalizacién de Lévy-Gnedenko para
el teorema central del limite. También estimamos,
en el mismo limite, el comportamiento asintético para
WTD con tiempo medio de pausa divergente. Los re-
sultados se verifican numéricamente en la seccién 3, a
partir de experimentos de Monte Carlo. Para el largo
de saltos hemos usado una familia de funciones con el
comportamiento asintético requerido, aunque en gene-
ral distintas de las funciones de Lévy. Encontramos la
convergencia a las correspondientes funciones de Lévy
en el limite de tiempos largos luego de un adecuado
escaleo de la posicién al tiempo ¢. Por tltimo resumi-
mos los resultados mds importantes y presentamos las
conclusiones del trabajo en la seccién 4.

2 El Modelo de CTRW

Consideramos una CTRW separable en un espacio uni-
dimensional infinito que comienza en z = 0 al tiempo
t = 0; determinada por la densidad de probabilidad
para las transiciones

U(z,t) = p(z) ¥(2) (2)

para un salto de largo x al cabo de un tiempo de pausa
t. En esta expresién p (z) corresponde a la densidad de
probabilidad para el largo del salto y ¢ (¢) a la densi-
dad de probabilidad para el intervalo de tiempo entre
saltos. Supondremos en general que la densidad de
probabilidad p (z) es una funcién par en z (considera-
mos una caminata aleatoria simétrica). La densidad de
probabilidad para la posicién del caminante al tiempo
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t es(18)

Pat) =B ()6(2)+ 3. o (0PN (2) (@)
N=1

donde

Py (m)=/ d:c’p(a:-—-.'t;')/ dz" p(z’' —z")...

/ dz™-1 p (z(N——Z) _ x(N——l))
()

es la densidad de probabilidad para la posicién de la
particula al cabo de NV > 1 saltos y

$(N-1)

on (t)=/0t dt' @ (t - t') /Otl "yt —t")...
/ dtN) o) (t(N—l) _ t(N)) " (t(N))
0 (5)

es la probabilidad de que se hayan producido exacta-
mente N saltos al tiempo t. &g (t) = [~ dt' ¢ (t') es
la probabilidad de que el tiempo de pausa entre saltos
supere el valor de ¢.

Encontramos una expresién relativamente mds
simple para la solucién (3) si calculamos la transfor-
mada de Laplace en la variable temporal, obteniendo

P () = 120 {5(:3) +y [«&(u)]NpN(z)}

N=1
(6)
De aqui en mas representamos
por f(u) = fo° dtexp (—ut) f (t) la transformada de
Laplace de la funcién f(t). Para obtener (6) hemos
usado las propiedades del producto de convolucién en
la transformada de Laplace.
Para procesos con tiempo medio de pausa finito,
7, podemos aproximar % (u) ~ 1 — ur =~ exp (—ur)
para valores de u pequefios. Si sustituimos esta apro-
ximacién y antitransformamos en Laplace obtenemos
el comportamiento a tiempos largos (t > 7)

P(z;t) ~ Py (z) N<§<N+1 )

Es decir que a tiempos grandes podemos aproxi-
mar la solucién de tiempo continuo por la de tiempo
discreto con N dado por su valor promedio al tiempo
t. El comportamiento de Py (z) para N > 1 estd
determinado por el teorema central del limite cuando
la densidad p (z) tiene segundo momento finito. Este
es el caso de difusién normal. Sin embargo, si p(z)
no tiene segundo momento finito, debe aplicarse la
generalizacién de Lévy-Gnedenko(® para determinar
el comportamiento de Py (z) en el limite N > 1.
Tenemos asi que para densidades p(z) con compor-
tamiento asintético

p(z) = AA’ITUI%E; (8)
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con 0 < v < 2, en el limite N > 1, la densidad de
probabilidad para la posicién puede aproximarse por

Py (z) =

wrk Gem)

siendo L., la funcién de Lévy con la dependencia fun-
cional asintética como en (8) y ¢ un factor de escala
que establece las unidades de longitud. Si bien no
conocemos una forma explicita de L, () su transfor-
mada de Fourier es L, (k) = exp (- | k |7).

Volviendo al problema de tiempo continuo encon-
tramos la aproximacién

1 /7\% TN
P2 () n[2G)Y] welown
(10)
a tiempos grandes. Es decir que a tiempos grandes
la distribucién para la posicién estard dada por una
funcién de Lévy donde el argumento cambia con el

factor de escala (t/'r)l/ 7 en su evolucién temporal.

Concluimos de este resultado que cualquier esti-
mador razonable del ancho de la distribucién de Lévy
L. (recordamos que (z?) es divergente para una dis-
tribucién de Lévy) nos dard una estimacién del ancho
de P (z;t) cuya evolucién temporal seré proporcional a
t}/7. Puede establecerse también una. conexién con la
termoestadistica no extensiva de Tsallis®, estimando
el ancho de la distribucién como la rafz cuadrada del

segundo g-momento normalizado

/ ¥ dza? [P (5 t)]f
—— 5 (11)
JAED

(@® ()g =

con la relacién ¢ = (3+) /(1 +7). En particular,
usando la aproximacién a tiempos largos obtenemos

2/
@@= (1) @

donde (£2),,. es el segundo g-momento de la dis-
tribucién de Lévy

| ae gy
[ ae oy

(gL = (13)

Y tenemos que la raiz cuadrada del segundo g-
momento exhibe el mismo crecimiento temporal.

Notamos que en general para todo ¢ > 3/(1+7)
tendremos un segundo g-momento finito, resultando el
valor definido por la termoestadfstica no extensiva un
valor particular en este rango.

Consideramos ahora situaciones en las que la WTD
no tiene primer momento finito, caracterizadas por un
comportamiento asintético de la forma

>
¥ () = Apyp (14)
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con 0 < 8 < 1 para tiempos de pausa largos. Para es-
tas distribuciones de tiempo de pausa e} nimero medio
de saltos al tiempo ¢ crece como (t/ 'r)ﬂ , lo que sugiere
una modificacién en la ley de crecimiento del ancho de
la distribucién.

El tratamiento analitico de este caso no presenta
la simplicidad de la situacién anterior, con tiempo
medio de pausa finito. Por esta razén atacamos el pro-
blema considerando P (z;t) = P (z;t) — ®¢ ()6 (z)
(recordemos que la reciproca habia mostrado ser una
buena estimacién del ancho). Esperamos que su
evolucién temporal nos revele la propiedad de “esca-
leo” de la distribucién a tiempos largos, si es que exis-
te. Partimos de la expresién (6) para la transformada
de Laplace evaluada en = 0 y consideramos su com-
portamiento para valores pequerios de u (determinado
por el comportamiento a tiempos largos de % (t)). En
este limite supondremos la validez de la aproximacién
(9) para todo N, alin cuando ya hemos visto que es
una buena aproximacién para N >> 1. Esperamos que
esta suposicién no cambiard sustancialmente el valor
de la suma ya que a tiempos grandes (¢t > 7) la con-
tribucién de los primeros términos serd poco significa-
tiva. Aproximamos as{

- N
, . |1 (u)
Po(z = 05u) = &g (u) Y [—NT/—JY—L,, (0) (15)
N=1

Siguiendo a Weiss(*®) calculamos la suma para va-
lores 1 < v < 2 y aproximando ) (u) ~ 1 — (u'r)ﬂ. En
esta aproximacidon, y usando un teorema Tauberiano,
obtenemos

Po($=0;t)g£_(_ii>_

)

en el limite de tiempos largos.

Este resultado sugiere que la distribucidn “escalea”
proporcionalmente a (t/ T)ﬁ 7 a tiempos grandes, coin-
cidente con la sustitucién de N, el niimero de saltos, en
la solucién de tiempo discreto por su valor promedio
al tiempo ¢ en el proceso de tiempo continuo.

Hasta aqui el tratamiento analitico efectuado.
Corroboramos los resultados obtenidos, en particular
para los casos con tiempos medios de pausa diver-
gentes, mediante experimentos de Monte Carlo que
presentamos en la seccidn siguiente.

)"0 )

3 Simulaciones de Monte Carlo

Ilustramos el modelo propuesto y verificamos las con-
clusiones extraidas, en particular para los casos con
WTD de “cola larga” a partir de simulaciones por el
método de Monte Carlo. Para las distribuciones de
probabilidad para el largo de salto, usamos la familia
de funciones obtenidas por Prato y Tsallis(®

B! (:z Y
D (y) = 2,12
T )
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convenientemente reescrita en términos de la varia-
ble renormalizada y = z/0,/7, siendo z el largo del
salto y o un factor de escala que en particular dard
las unidades de longitud. Debe tenerse presente la
relacién v = (3 —¢) /(g — 1) entre el exponente del
comportamiento asintético (8) y el pardmetro q de
Prato-Tsallis, caracterfstico de la estadistica no exten-
siva. En este formalismo o2, el segundo g-momento de
las distribuciones (17), es una de las restricciones im-
puestas en el cdlculo variacional.

[ = 05 10 15
107r o ¥ e o o N=10'
N REERE " o B N=10?
100 | s & & N=10®
B e —_ paso

104
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T T Y T
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g

Figura 1: Densidad de probabilidad Py (£) vs. ¢ =
z/ (oy/7) /NY7. Aqui  es la posicién del caminante
al cabo de N pasos. Se incluyen los resultados de
simulaciones para tres valores diferentes de v y para
cada caso tres valores distintos N. La superposicién
para cada valor de +y ilustra la convergencia al atractor
L. (€). También se han incluido como referencia las
densidades p (z) (un paso). Para mayor claridad en la
presentacién las abcisas y ordenadas de las curvas con
v = 0.5 se han multiplicado por 10, en tanto que las
correspondientes a v = 1.5 se han dividido en 10.

En la figura 1 mostramos resultados tipicos de si-
mulaciones para el proceso de tiempo discreto con va-
lores de vy = 0.5, 1.0, 1.5. Se presenta el grafico de la
densidad de probabilidad Py (£) vs. el desplazamiento
renormalizado £ = y/N'/7 con escala logarftmica en
ambos ejes. Se puede apreciar la convergencia de las
distribuciones para distintos valores de N a una tnica
funcién de acuerdo con las predicciones del teorema de
Lévy-Gnedenko. También se han incluido las corres-
pondientes distribuciones de un paso (17) como refe-
rencia. Notamos que la coincidencia entre la funcién
de un paso y los resultados de las simulaciones para
N =10, 100 y 1000 en el caso v = 1 se debe a que en
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este caso la funcién de un paso coincide con el atractor
o funcién de Lévy.
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1
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Figura 2: Densidad de probabilidad P (£) vs. € =
z/ (o) (/)" para una CTRW con WTD dada
por una distribucién de Poisson con tiempo medio 7.
Aqui z es la posicién al cabo del tiempo £. Se muestran
los resultados de experimentos de Monte Carlo para
tres valores diferentes de v a tres valores distintos de
t. Notamos la superposicién de los resultados para
cada valor de v mostrando la convergencia al atractor.
Se verifica as{ que el factor de escala es el adecuado
y por lo tanto que el ancho de la distribucién crece
como (t/ T)l/ 7. Las curvas han sido desplazadas con el
mismo criterio de la figura 1.

En la figura 2 presentamos algunos resultados
representativos de simulaciones para procesos de
tiempo continuo con una WTD de Poisson 9 (t) =
exp (—t/7) /7. El gréfico corresponde a la distribucién
de probabilidad para la variable & =y (‘r/t)l/ 7, es de-
cir al desplazamiento renormalizado y reescaleado con-
forme a (10). Las curvas corresponden a los valores
t/T = 10, 100 y 1000, observdndose una buena coin-
cidencia con los valores de tiempo discreto ya ilustra-
dos en la figura 1, verificAndose la coincidencia de los
atractores para tiempo continuo y tiempo discreto.

_ Por dltimo, en la figura 3 ilustramos resultados de

simulacién para CTRW con WTD de “colas largas”.
Para la generacién de los tiempos de pausa hemos
elegido la densidad de probabilidad

P (t) = l—gﬁé‘i i b8 exp (Vt/7)  (18)
i=1
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Figura 3: Densidad de probabilidad P (£) vs. & =
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z/ (o7) (r/t)?/" para la CTRW con WTD de “cola

larga”. x es la posicién al tiempo t. En el grafico a se muestran los resultados para tres valores diferentes
de 7y a tres valores distintos de t. Para los tres experimentos se eligié 8 = 0.5 La superposicién para cada
7 ilustra la convergencia al atractor L. (£). Se verifica asi que la dependencia temporal del factor de escala
es (t/T)ﬁ /v para este caso. Las curvas correspondientes a v = 0.5 y v = 1.5 se han desplazado en el mismo
sentido que en las figuras anteriores. En el gréfico b mostramos los resultados correspondientes al caso v = 1
(distribucién de Cauchy) para tres valores distintos de 8. Vemos asf que, si bien el factor de escala temporal ha
sido elegido correctamente, para los casos de WTD de cola larga existe un factor de escala global dependiente
de . Sefialamos que aquf también se han desplazado las curvas multiplicando por 10 las abcisas y ordenadas

del caso § = 0.25 y dividiendo por 10 las de 8 = 0.75.

que a tiempos largos (t > 7) presenta el compor-
tamiento asintético t~1P requerido. El grafico corres-
ponde a la densidad de probabilidad para el des-
plazamiento renormalizado y reescaleado segin ¢ =
y(t/ 7')6 /7 como sugiere el tratamiento analitico. Para
el grafico hemos elegido tres valores de v (figura 3a)
para un tnico valor de 8 = 0.5 y tres valores de (3
(figura 3b) para v = 1, la distribucién de Cauchy.
Como se desprende de los casos particulares incluidos,
los resultados de las simulaciones de Monte Carlo con-
firman la convergencia de las distribuciones a un tinico
atractor para cada valor de vy, aunque en este caso con
B < 1, aparece un factor de escala dependiente de
B pero constante en el tiempo. Dicho factor ya es-
taba sugerido en la aproximacién (16). Encontramos
ademss que la convergencia al atractor resulta més
lenta para valores decrecientes de 3. Este resultado
puede interpretarse notando que valores menores de 3
corresponden a una mayor probabilidad de tiempos de
espera largos como sugiere la dependencia temporal
del niimero medio de saltos al tiempo ¢ en el limite de
tiempos grandes: N () « t?. Este efecto resulta més
notable para valores pequefos de €.

Por diltimo notamos que para WTD con tiem-
9 - ANALES AFA Vol. 13

pos medios divergentes el factor temporal de escala
crece cComo (t/T)ﬁ /7 en el limite de tiempos grandes
y, consecuentemenie, esta serd la evolucién temporal
de cualquier estimador del ancho de la distribucién
P(z;t). Tomando en cuenta este comportamiento,
podemos sugerir como criterio de clasificacién para los
procesos difusivos modelados, la correspondencia de
B/~ > 1/2 con los casos superdifusivos.

4 Discusién y Conclusiones

Hemos propuesto en esta comunicacién un modelo
de CTRW desacoplado, con densidad de probabilidad
para el largo de saltos del tipo de Lévy. Modelos de
este tipo habfan sido descartados hasta el presente de-
bido a la divergencia de su segundo momento, que im-
plica la divergencia del segundo momento de la dis-
tribucién de probabilidad para la posicién al tiempo
t, usualmente considerado como un estimador del an-
cho (al cuadrado) de la distribucién. Sin embargo la
utilizacién de estimadores alternativos para el ancho
de la distribucién hacen posible la consideracién de
estos modelos, pudiendo caracterizarselos por el cre-
cimiento temporal de estos estimadores. Esta depen-
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dencia temporal resulta tnica dada la propiedad de
“escaleo” encontrada para las distribuciones de pro-
babilidad para la posicién del caminante al: tiempo t,
P (z;t), por lo que cualquier estimador razonable del
ancho de las distribuciones de Lévy permitird deter-
minar la ley potencial para la evolucién del ancho.

Hemos encontrado asi que si el atractor de la dis-
tribucién de probabilidad para la variable reescaleada
es L, (€¢), entonces el crecimiento del ancho sers pro-
porcional a t!/7 para distribuciones con WTD con
tiempo medio de pausa finito. Sila WTD tiene primer
momento divergente en cambio, la ley de crecimiento
del ancho ser4 proporcional a t%/7 donde S es €l expo-
nente de decaimiento a tiempos grandes para el tiempo
entre saltos. Encontramos aqui una diferencia con la
sugerencia propuesta en(®, donde se suponia la poten-
cia /v (con d a determmar) para la ley de crec1m1ento
para el ancho.

' Tenemos por lo tanto que con el crl’ceno generali-
zado _propuesto el proceso modelado por las distribu-
ciones de Lévy Lycon0<vy<2 correspondera en ge-
neral a un proceso superdifusivo cuando el proceso de
saltos tenga tiempos medio de pausa finitos, en tanto
que para WTD de “colas largas” la caracterizacién de-
pendera del cociente 3/~ con el valor 1/2 separando los
regimenes subdifusivos de los superdifusivos. Podemos
interpretar este \ltimo resultado considerando la com-
petencia del efecto de la posibilidad de saltos largos
con los tiempos largos de pausa determinados por la
WTD. -
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