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El cornportamiento difusivo de numerosos sistemas dindmicos se caracteriza a través de la dependencia
termporal del ancho de la distribucién espacial de las particulas al tiempo ¢, estimado usualmente por el
desplazamiento cuadrdtico medio, segiin la ley de potencia (z?) ~ t* para tiempos largos. El valor a = 1,
correspondiente a difusién normal, separa los regimenes subdifusivo (o < 1) y superdifusivo (a > 1).
" En trabajos previos se ha establecido que en el esquema de caminatas aleatorias de tiempo continuo es
necesario que la densidad de tiempos de pausa sea acoplada para obtener procesos superdifusivos con
desplazamiento cuadrético medio finito. En la presente comunicacién presentamos un criterio generalizado
para raracterizar los procesos difusivos, considerando estimadores alternativos del ancho de la distribucién
y anzlizando su dependencia temporal para tiempos largos. Esta eleccién de estimadores alternativos
permite la inclusién de densidades de tiempo de pausa desacopladas adn para procesos superdifusivos. En
particular se verifica que cuando las densidades de probabilidad para el largo de salto en procesos de un
paso exhibe un comportamiento tipo Levy para longitudes de salto grandes se obtiene un comportamiento
superdifusivo para densidades de tiempo de pausa totales exponenciales. La discusién planteada se conecta
cen la estadistica generalizada de Tsallis, considerando en particular el segundo momento generalizado de
las distribuciones de probabilidad para saltos de un paso. Se verifica que el segundo momento generalizado
en funcién del tiempo, que en este caso resulta finito, puede considerarse como un estimador del ancho de
la distribucidn, exhibiendo la dependencia temporal esperada. ‘

Diffusive behaviour of dynamic systems is often characterized by the temporal dependence of the width
of the probability distribution for position at time ¢, usually estimated by the variance, at long times:
(z?) v t*. The value a = 1, corresponding to normal diffusion, separates the subdiffusive regime (@ < 1)
aud the superdiffusive regime {a > 1). As it has been stablished in previous work in the literature, in the
Continuous Time Random Walk scheme it is imperative to use a coupled Waiting Time Density in order
to obtain a finite variance in the superdiffusive regime. In this communication we propose a generalization
for the analysis criteria by considering alternative finite estimators for the distribution width when the
variance diverges and their time dependence at long times. The choice of alternative estimators of the
distribution width allows us to consider decoupled waiting time densities even for superdiffusive processes.
Particularly it is verified that when the distribution for the one jump length is of Levy type a superdifusive
regime is got for total transition rates with finite mean time. The results are connected with Tsallis’
generalized statistics by considering the second generalized moment as the width estimator, which exhibits
the right ternporal dependence.
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1 Introduccién

Una gran variedad de procesos dindmicos en medios
desordenados presentan un comportamiento difu-
sivo denominado anémalo(!™®), Usualmente estos
fenémenos son caracterizados por una dependencia no
lineal de la desviacién standard con el tiempo de la
forma (z?) ~ ¢*. El valor a = 1, correspondiente
a difusion normal, separa los regimenes subdifusivo
{a < 1) y superdifusivo ( > 1). Esta denominacién es
comin dado que, para procesos con valor medio nulo,
(z?)(t) es un estimador usual del ancho cuadrético
medio d= la distribucién de probabilidades correspon-
diente.

Existen numerosos ejemplos de fenémenos subdi-
fusivos observados en sistemas amorfos, tales como
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materiales porosos, cristales dopados y estructuras
fractales(7"10),

La difusién andmala superdifusiva es menos fre-
cuente y aparece en la dindmica cadtica en sistemas
Hamiltonianos y flujos turbulentos en fluidos(**™14).
Este dltimo caso ha sido estudiado por Monin y
Yaglom(!?) hallando valores de -y cercanos a tres que
implican, desde el punto de vista de la dindmica de
fluidos, ecuaciones de evolucién de tercer orden en el
tiempo. La dindmica caética en el espacio de las fases
de sistemas Hamiltonianos, mencionada inicialmente,
ha dado origen a ecuaciones cinéticas fraccionarias y
es objeto de intenso andlisis en la actualidad®.

En trabajos previos(*™®) se ha establecido que, en
el esquema de caminatas aleatorias de tiempo con-
tinuo, es necesario que la densidad de tiempos de
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pausa sea acoplada para obtener procesos superdifu-
sivos con desplazamiento cuadrético medio finito. En
el presente articulo presentamos un criterio genera-
lizado pare caracterizar los procesos difusivos, con-
siderando estimadores alternativos del ancho de la dis-
tribucidn y analizando su dependencia temporal para
tiempos largos. Esta eleccién de estimadores alter-
nativos permite la inclusién de densidades de tiempo
de pausa desacopladas adn para procesos superdifu-
sivos. En particular se verifica que cuando las densi-
dades de probabilidad para el largo de un salto exhibe
un comportamiento tipo Levy para longitudes de salto
grandes se obtiene un comportamiento superdifusivo
para densidades de tiempo de pausa totales exponen-
ciales. Estus resultados pueden extenderse para pro-
cesos con tiempo medio de transiciones finito. La dis-
cusién planteada se conecta con la estadistica gene-
ralizada de Tsallis('»?) | considerando en particular el
segundc momento generalizado de las distribuciones de
probabilidad para saltos de un paso. Se verifica que el
segundo momento generalizado en funcién del tiempo,
que en este caso resulta finito, puede considerarse
como un estimador del ancho de la distribucién, exhi-
biendo la dependencia temporal esperada. También
bemos comenzado el estudio de procesos con tiempo
medio entre saltos no definidos o infinitos (denomi-
nados también procesos de “cola larga™). Si bien el
anilisis de estos casos presenta dificultades mayores,
nuestros resultados preliminares sugieren una ley po-
tencial para el ancho de la distribucién proporcional
a tf/7, dorde 0 < B < 1 es el exponente de la dis-
tribucién para tiempos de saltos y 0 < v < 2 el expo-
nente de la distribucién para el largo de los saltos.

2 El Modelo CTRW

Consideranios una particula que realiza una caminata
aleatoria er. un espacio unidimensional infinito acorde
a la densidad de tiempos de pausa separable

V(z,t) = plx) ¢ (t) (1)

donde p (] corresponde a la densidad de probabili-
dad para e! largo del salto y ¢ (¢) a la densidad de
probabilidad para el intervalo de tiempo entre saltos.
Supondremos en general que la densidad de proba-
bilidad p(z) es una funcidén par en z (consideramos
una caminata aleatoria simétrica) y que corresponde a
los procesos denominados de autoescala caracterizados
por el comportamiento asintético '

p(a) ~ A/ |z "7 (2)

para z — o0, con 0 < v < 2 con lo cual estas dis-
tribuciones no tienen segundo momento finito. Prato
y Tsallis®® han obtenido, partiendo de un princi-
pio variacicnal en el esquema de la termoestadistica
no extensiva, una familia de funciones que presentan
este comportamiento asintético. Estas distribuciones
tienen ademads una expresién analitica explicita en la
representacién espacial, y dependen de un pardmetro g
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(ver?) que identifica a cada funcién, de forma tal que
para % < g < 3 obtenemos valores para el pardmetro ~
entre 0 y 2, relacionados por v = (3 —¢) /(¢ — 1). Por
el momento no supondremos ningin comportamiento
particular para la densidad ¢ (¢}, salvo la condicién
obvia de normalizacién.

Prato y Tsallist® han resuelto el problema de la
caminata aleatoria de tiempo discreto obteniendo una
expresién para la densidad de probabilidad para la
posicién al cabo de N saltos

Py (z) =p (2/N1/7) /N (3)

en términos de la densidad de probabilidad para el
largo de un salto, cuando 0 < v < 2. Parael casoy > 2
el exponente 1/4 se reemplaza por 1/2, aunque no con-
sideraremos aqui dicha situacién, ya que la misma no
da origen a un comportamiento superdifusivo, como se
desprende del tratamiento que sigue a continuacién. El
resultado se obtiene en el limite de N grande y mues-
tra un cambio de escala en la distribucién de proba-
bilidades con N.

Para extender los resultados obtenidos en(® a ca-
minatas de tiempo continuo y prosiguiendo con un
trabajo iniciado por los autores(!®), consideramos una
densidad de probabilidad para el tiempo entre saltos
general ¢ (t), a partir de la cual introducimos la pro-
babilidad ®x (t) de que se hayan efectuado N saltos
al tiempo t, donde .

%o (2) =f dt'p (¢') ()

es la probabilidad de que el caminante no haya efec-
tuado ningdn salto hasta el tiempo ¢, en tanto que la
probabilidad para N > 1 saltos estd dada por el pro-
ducto de convolucién de orden N

By (t) = o (t) * [9 (2) +" (5)

Usando estas definiciones y suponiendo (3) vélida
para todo N > 1 la extensién a tiempo continuo es
directa mediante la expresién

P (z;t) = B (t) 6 (z) + ‘I;V’ﬂfi)p(—ﬁ%) (6)

que determina la probabilidad de encontrar al cami-
nante en el sitio z al tiempo ¢, independientemente del
ntimero de pasos realizados, dado que llegé en t = Q
al origen. El primer término toma en cuenta aque-
llas realizaciones en las que el caminante no ha efec-
tuado salto alguno hasta el tiempo t. Desde que el
resultado (3) es vilido en general para N grande, la
aproximacién dada por la ecuacién (6) resultard vélida
en particular para valores de t grandes, cuando los
primeros &y () hayan decaido, de forma tal que los
valores de N pequefios no contribuyan significativa-
mente a la suma.

Si en particular suponemos que el tiempo entre
saltos estd descripto por un proceso de Poisson de-
terminado por ¢ (t) = Aexp (—At), con A la reciproca
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del tiempo medio entre saltos, obtenemos

By (1) = 207 ™)

con lo cual la transformada de Fourier de (6) resulta
P(kit)= e + e [exp (Me*7) — 1] (8)

En esta expresién hemos separado la contribucién
de las realizaciones en las que el caminante no efectiia
saltos hasta el tiempo ¢, en el primer término, de las
demés contribuciones en las que el caminante ha efec-
tuado al menos un salto. Si consideramos esta tltima
contribucién por separado, encontramos que a tiempos
largos (At > 1) sélo contribuyen a la transformada in-
versa de Fourier valores de k pequefios, con lo cual

resulta
T
Pt~ o ((At)"’) ©)

Vemos as{ que la densidad de probabilidad para
la posicién de las partfculas al tiempo t (en el limite
At > 1), exhibe la misma transformacién de escala
que la obtenida en tiempo discreto, donde el nimero
de saltos N debe sustituirse por A¢, el nimero medio
de saltos al tiempo ¢. Por lo tanto cualquier estimador
alternativo a {z?) que nos permita asignar un valor
finito al ancho de la distribucién p (z) puede utilizarse
para definir el ancho de P (z;t) que a tiempos largos
crecera proporcionalmente a (/\t)l/ 7. Algunos criterios
posibles para estimar el ancho de la distribucién son la
reciproca de P (z;t) = P (z;t) — 8 () $o (t) (desconta-
mos la contribucién de las realizaciones en las que no se
efectuaron saltos hasta el tiempo t) evaluada en x=0
o el valor @1/, tal que P (21/9;t) = 1/2P (z = 0;t).
Se verifica en forma relativamente sencilla que es-
tos estirnadores presentan el comportamiento tempo-
ral apropiado en el caso de una distribucién de saltos
gaussiana. Esta discusién puede extenderse para tiem-
pos largos a cualquier densidad de tiempos de pausa
que tenga tiempo medio finito: A™! = [ dtte (2).

Tenernos en estos casos que, tomando cualquier
definicién alternativa del ancho de la distribucién (que
arroje un valor finito), estaremos en presencia de un
proceso superdifusivo cuando v < 2.

Si consideramos en particular la familia de fun-
ciones obtenida en(?), ya mencionada, puede estable-
cerse como un criterio alternativo para la estimacién
del ancho de la distribucién el cdlculo del segundo “g
momento” (ver(®) definido como

/ dz z? [P (z;t))*
(@?)q (t) =
/ dz [P{(z;t)]?

bajo la restriccién

(10)

/ doa? [p(a)]"

/ dz [p (2))°
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que para el caso de densidades de tiempo de pausa con
valor medio finito, resulta

(@) (&) ~ o (\)*7 (12)

a tiempos largos, como surge de sustituir el compor-
tamiento asint6tico (9) en (10).

Hemos comenzado también con el andlisis del com-
portamiento a “tiempos largos” para densidades de
probabilidad temporales que no tienen tiempo medio
finito. Supondremos en general para este conjunto de
funciones un comportamiento asintético de la forma

b (t) ~ ;(A%f (13)

a tiempos grandes, con 0 < 8 < 1. Notamos que
para este comportamiento asintético el ndmero medlo
de saltos al tiempo ¢ crece proporcionalmente a (/\t)
Para estos casos el andlisis resulta mds dificultoso de-
bido, precisamente, a la inexistencia de un tiempo
medio finito entre saltos, por lo que el estudio se ha
restringido a considerar sélo el comportamiento de
P (z = 0;t). Partiendo de la transformada de Laplace
temporal de la aproximacién (6) y usando la definicién
(5) para @ (t) junto al teorema de convolucién para
la transformada de Laplace obtenemos

YW)"
P(z=0;u) = <I>o(u O)X_; i (14)
Usando un teorema Abeliano para el cdlculo de la
suma y un teorema Tauberiano para el cdlculo del com-

portamiento asintético a tiempos largos (obtenible del

comportamiento para u — 0 encontramos (2%
p(0) ™ 1
P(z=0;t)
e () r(-2)em(5) 0"
(15)
para0 <y < 2.

Para el caso ¥ = 1 un procedimiento similar nos
permite obtener el comportamiento

____ﬁﬂﬂ.___ {In ((,\t)ﬁ) 4 _1__]

(AT -p) 1-4
(16)

El caso ¥ < 1 se encuentra ain en estudio, pero

estos resultados preliminares nos sugieren un creci-
miento del anclho de la distribucién, estimado como
[}5 (z = 0; t)] , proporcional a (M)?/7, consistente
con la sustitucién del valor de N en tiempo discreto
por su valor medio al tiempo ¢ en tiempo continuo en el
limite de tiempos largos. Por supuesto esperamos una
convergencia més lenta que en el caso de tiempo medio
finito para estas distribuciones de autoescala. Contin-
uamos el andlisis de este caso mediante simulaciones
de Monte Carlo en la siguiente seccién.

Pz =0;t) ~

3 Resultados

Como ilustracién de los resultados obtenidos conside-
ramos aqui algunos casos particulares. Ilustramos en
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Figura 1: Ancho de la densidad de probabilidad

P (z;t) defnido a partir de los criterios: 1) A; =
1/P(z = 0;t) y 2) A2 = zy/3, ancho a la altura mi-
tad tomado como P(ml/g;t) = 1/2}3 (z = 0;¢) para
tres densidodes de probabilidad para el largo de un
salto con comportamiento asintético tipo Levy. No-
tar el comportamiento lineal (en el grafico de escala
logarftmical, exhibido por ambos criterios en el limite
At > 1. Las pendientes ilustradas por las rectas de
referencia son consistentes con el valor 1/« predicho
por la teoria.

primer término el caso de un proceso de Poisson para
el intervalo de tiempo entre saltos y diversos valores
de v en la figura 1. En la misma hemos considerado
dos criterios alternativos para la estimacién del an-
cho: 1)la reciproca de P (z = 0;t); la probabilidad de
encontrar al caminante en el origen descontadas las
contribuciones de las realizaciones con cero saltos y 2)
z, /2 definido como el valor que cumple
1

P (zy9;t) = §P (052) (17)
i.e. el ancho a la altura mitad. Para el cdlculo de los
valores hemos invertido numéricamente la expresién
asintética (8), suponiendo vélida la misma para todo
t: P(k;t) = P (k;t) — exp (—At). Adn cuando ambos
conjuntos d= valores no coincidan exactamente entre
sf, observarnos en el grafico de escala logaritmica la
coincidencia en los valores de las pendientes con las
predicciones de la teorfa desarrollada.

Las rectas de referencia incluidas tienen la pen-
diente (en ol gréfico de escala logarftmica) predicha
por la teorf, acorde al comportamiento t'/7.

En las figuras 2 y 3 hemos incluido los resultados
obtenidos para el caso de distribuciones de tiempo de
pausa totalss con valor medio infinito. Los valores in-
clufdos en los graficos se obtuvieron de simulaciones
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Figura 2: Ancho de la densidad de probabilidad

P(z;t) estimado como la recfproca de P (z = 0;t).
Los valores se obtuvieron de simulaciones por Monte
Carlo para 10* realizaciones y se ilustran para el caso
v = 1.5 y tres valores distintos de 3 (ver texto). Las
rectas {en el grifico de escala logaritmica) de pen-
diente B/v se han inclufdo como referencia. De la
comparacién con la figura 1, se nota la mayor demora
en alcanzar el régimen asintético para estos procesos
con tiempo medio entre saltos infinito.

por el método de Monte Carlo para 10* particulas ini-
cialmente en el origen y densidad de probabilidad para
el largo de salto como en(?)

1 T (H2) 1
Py (l‘) = 0.\/—”—,:/‘ T (_'z_) [1 + —%,_} (1+7)/2 (18)
o¥y

que exhiben el comportamiento (2), donde o? es el
segundo g-momento (en la estadistica de Tsallis) de la
distribucidn.

Para los tiempos de pausa totales hemos usado la
funcién

P (t) = ! ;gbﬁ Z b+ exp (b At) (19)
F=1

El ancho para la distribucién se ha estimado como
lareciproca de P (z = 0;t), evaluado en este caso como
la fraccién de particulas contenidas en un intervalo de
ancho 10720,/ centrado en £ = 0. Reiteramos aqui
que s6lo consideramos aquellas particulas que han efec-
tuado al menos un salto de acuerdo con la definicién
dada para P. La figura 2 corresponde al valor v = 1.5
para tres valores distintos de 3. Se nota en este caso
la convergencia més lenta que en el caso poissoniano al
valor asintético cuya dependencia temporal se ilustra
con las rectas de referencia incluidas en el gréfico en
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Figura 3: Ancho de la densidad de probabilidad para
P (z;t) estimado por 1/P (z = 0;t) para el caso par-
ticular 4 == 1 (distribucién de Cauchy para el largo de
los saltos). Los valores se obtuvieron como en el caso
anterior (figura 2) y se han incluido las curvas de re-

ferencia con el comportamiento (At)?/ /In [()\t)ﬂ / "],
determinado por la teorfa.

escala logarftmica. Este comportamiento puede enten-
derse debido al decaimiento més lento en el tiempo de
las funciones ® v (t) lo que prolonga la contribucién de
los primeros términos de la serie (6).

Finalmente, en la figura 3 hemos incluido el caso
particular v = 1, en cuyo caso el comportamiento
asintético para P (z = 0;t) estd dado en (16). Las
curvas de referencia incluidas corresponden al compor-
tamiento asintdtico.

4 Conclusiones

En este trabajo se ha mostrado la posibilidad de
modelar el proceso de superdifusién, definido como
un proceso en el que el ancho de la distribucién de
probabilidad crece con el tiempo en una proporcién
mayor que en el caso gaussiano, mediante el esquema
de Caminatas Aleatorias de Tiempo Continuo con den-
sidades de tiempo de pausa separables. En estos mod-
elos hemos considerado densidades de probabilidad
para el largo de saltos que tienen el comportamiento
asintStico de las funciones de Levy como se explicité
en (2). Para el anilisis del comportamiento difusivo
ha sido necesaria la consideracién de estimadores al-
ternativos el ancho de la distribucién. s

El anélisis ha sido efectuado siguiendo la discusi6én
de Prato y Tsallis(®) para tiempo discreto, en el marco
de la estadistica no extensiva. En particular para dis-
tribuciones de probabilidad para el tiempo entre saltos
con primer momento finito hemos visto que el segundo

10 - ANALES AFA Vol. 12

momento de orden g, en el lenguaje de la estadistica
no extensiva, constituye una alternativa para la esti-
macién del cuadrado del ancho y su evolucién tem-
poral asintética permite caracterizar el proceso difu-
sivo. Podemos mencionar ademés, en este contexto,
una diferencia con la extensién asumida en(® para
tiempo continuo. En efecto, segin lo obtenido en este
trabajo, la extensién corresponde a la sustitucién de
N (el niimero de saltos en tiempo discreto) por el valor
medio del nimero de saltos al tiempo ¢ en tiempo
continuo, proporcional a t8 con B el exponente en el
comportamiento asintético de ¢ () como se expresa en
(13) para distribuciones con primer momento infinito
o0 B8 = 1 para distribuciones con tiempo medio finito.
De esta forma el crecimiento del ancho, en tiempo
discreto como N1/7, resulta proporcional a t#ypara
el caso de tiempo continuo. De esta forma tenemos
que valores de ¥ < 2 no necesariamente darfan lugar
a un comportamiento superdifusivo, contrariamente a
lo concluido para tiempo discreto. De acuerdo con
el comportamiento encontrado, debemos comparar el
cociente B/ con el valor 1/2, correspondiendo a su-
perdifusién el caso G/v > 1/2.

El anélisis efectuado para el comportamiento frac-
tal de 9 () ha sido parcial sin embargo, restando con-
siderar los casos v < 1. Este trabajo se encuentra en
desarrollo y serd motivo de una comunicacién futura.
Un resultado importante es que nuestro analisis puede
encuadrarse en el marco de la estadistica no extensiva
desarrollada por Tsallis y colaboradores. Célculos pre-
liminares y el andlisis de simulaciones realizadas por el
método de Monte Carlo realizadas recientemente su-
gieren que, cuando la densidad de probabilidad total
para el tiempo de salto no tiene tiempo medio finito
(distribuciones con “cola larga”, con comportamiento
asintético ¥ (t) ~ t717# y B < 1 para tiempos lar-
gos) el comportamiento asintGtico del ancho de la dis-
tribucién de probabilidad para la posicién seria pro-
porcional a t#/7, donde 4 corresponde al exponente
del comportamiento asintético de las distribuciones de
Levy (ver texto).
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