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Los procesos estocdsticos con leyes estables de Lévy estén recibiendo creciente atencién. Estas distribu-
ciones estdn caracterizadas bésicamente por la ley de potencias que determinan su decaimiento asintético:
L(z,v7) ~ £~ para z suficientemente grande, donde 0 < v < 2. E! método de Monte Carlo, de
amplia difusién para la modelacién de diversos procesos fisicos o quimicos, resulta de dificil aplicacién para
variables aleatorias con distribuciones de Lévy debido a que sélo se conocen expresiones analiticas de las
funciones de Lévy para unos pocos valores del exponente 4. En esta comunicacién se presenta un algoritmo
simple para la generacién de secuencias de niimeros pseudo aleatorios con distribuciones de Lévy de indice
arbitrario. El método se basa en el uso de la generalizacién de la distribucién g-normal de la estadistica
generalizada de Tsallis y el teorema generalizado de Lévy-Gnedenko.

Lévy stable law processes are receiving increasing attention. These distributions are esentially character-
ized by the power law decay in the assymptotic behaviour: L (z,7) ~ =@ for large enough z, with
0 < 7 < 2. Monte Carlo method, of great diffusion in modeling physical or chemical processes, is dificult
to use with Lévy distributed stochastic variables since an analytical expression for Lévy functions is not
known except for a few values of the parameter 4. In this communication it is proposed a simple algorithm
for generating pseudo random sequences with Lévy distribution for any value of y. This algorithm is based
on the generalized g-normal distribution of Tsalli’s generalized statistics and the Lévy Gnedenko central

limit theorem.
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1 Imtroduccién

La distribucién Gaussiana, fntimamente relacionada
con el proceso de difusién normal (el movimiento brow-
niano), exhibe una gran ubicuidad en los procesos
naturales, atribuible al teorema central del limite.
Sin embargo resulta un hecho bien establecido en el
presente!) que una gran variedad de fenémenos es-
tocésticos en el drea de la fisica, la biologfa y otras dis-
ciplinas caen fuera del paradigma gaussiano, respon-
diendo a distribuciones de Lévy. Una caracterfstica
comin a estos procesos es que corresponden a pro-
cesos estocdsticos con leyes estables: una variable
aleatoria z definida como una adecuada combinacién
lineal de varias variables aleatorias «, independientes e
idénticamente distribuidas tiene una densidad de pro-
babilidad de igual forma que la exhibida por las z.
El paradigma gaussiano resulta el ejemplo més cono-
cido de un proceso de ley estable: la suma de n varia-
bles gaussianas tiene también distribucién gaussiana.
Los procesos con leyes estables resultan ademads atrac-
tores estables en el espacio funcional de las variables
aleatorias: el teorema central del limite establece que
la suma de n variables aleatorias con varianza finita
tiene una densidad de probabilidad que converge a una
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distribucién de Gauss cuando n — oc.

Las distribuciones de Lévy, a su vez, resultan ser
los atractores para las densidades de probabilidad de
variables aleatorias con un decaimiento asintético de
ley de potencias: P (z) ~| « |~(+7), para 2 > 2, con
2y, suficientemente grande y 0 < 4 < 2, de manera tal
que no existe el segundo momento para estas distribu-
ciones. Denotamos a las distribuciones de Lévy por
L (z;7), siendo « el valor de la potencia que exhibe el
decaimiento asintdtico.

Los procesos de Lévy han recibido una creciente
atencién y estudios tedricos, numéricos o experimen-
tales se han llevado a cabo en diferentes 4reas. Sin em-
bargo estos procesos no son simples de tratar dado que
1o se conoce una expresién analftica para las funciones
de Lévy, a excepcion de algunos valores especiales del
pardmetro v: por ejemplo L (z;1) corresponde a la
distribucién de Cauchy. De esta manera un algoritmo
que pueda generar una secuencia pseudo aleatoria con
valor arbitrario del pardmetro 7 resultard de interés.

En esta comunicacién se presenta un algoritmo
simple para la simulacién de procesos de Lévy
simétricos y valor de indice -y arbitrario en el intervalo
de interés. Este algoritmo estd basado en la generacién
de una secuencia con distribucién q-normal® definida.
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en el contexto de la mecénica estadistica generalizada
propuesta por C. Tsallis®. Estas distribuciones pre-
sentan un decaimiento asintético seglin una ley de po-
tencias, por lo que eligiendo adecuadamente el valor
del pardmetro g de la estadistica no extensiva podemos
obtener el comportamiento asintético buscado para. el
parametro 7.

Las secuencias de Lévy se obtienen de las anteri-
ores efectuando la correspondiente combinacién lineal
determinada por el teorema de Lévy-Gnedenko. El
grado de aproximacién mejora con el nimero de varia-
bles sumadas en la combinacién lineal. Dado que para
~ = 1 la funcién de Lévy y la g-normal son coinci-
dentes en este caso sélo es necesario considerar n = 1.
El nimero de valores necesarios aumenta a medida que
nos alejamos con «y del valor 1.

A continuacién presentamos las distribuciones de
Lévy y sus principales propiedades de interés para
este trabajo definiéndolas a partir de la representacién
de Fourier. Tambieén presentamos las distribuciones
g-normal normalizadas(® de la estadistica no exten-
siva y comparamos los comportamientos asintéticos de
ambas distribuciones a fin de conseguir su coinciden-
cia en este limite. En la tercera seccién, presenta-
mos el algoritmo para generar la secuencia con dis-
tribucién q-normal. Comparamos aqui los resultados
obtenidos a partir de la suma de variables con los va-
lores analiticos de las funciones de Lévy obtenidos por
inversién numérica y generamos un estimador de la
bondad de la aproximacién. Finalmente, en la cuarta
seccién, se discuten los resultados obtenidos y se pro-
ponen lineas de accién futuras para mejorar la aproxi-
macidn.

2 Distribuciones de Lévy simétricas y dis-
tribuciones g-normales

Definimos la distribucién de Lévy simétrica a partir de
la representacién integral

o0

L) = 5 [ " dk expl-iko— [k [ (1)

siendo v el exponente en el decaimiento asintético que
determina las propiedades de escala de la distribucién.
El factor o que aparece en la expresién estd rela-
cionado con la escala espacial elegida y serd tomado
igual a 1 en el resto del trabajo. Sélo se conoce una ex-
presion analitica para las distribuciones de Lévy para
algunos valores particulares del pardmetro v (y = 2
corresponde a la distribucién de Gauss; v = 1 que
corresponde a la distribucién de Cauchy y también
v = 2/3 y v = 1/2). Estas funciones presentan
momentos divergentes: (| 2 |7) es divergente para
todo # > <. Sin embargo debe notarse que ain
cuando algunos momentos sean divergentes el proceso
estocastico estd completamente definido desde el punto
de vista matemaético.

De particular interés para este trabajo seré el de-
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sarrollo asintético para valores grandes de z (z > 1)

1w (-1)* T (vk+1) kny
L(x;’)l)__fl_rzkzl k! xk+1 sent 2

+0 (z—'y(n+1)—1)
(2)
con I' (2) la funcién factorial. En particular conside-
raremos el término dominante en el desarrollo

IEC

L (z;7) ~ - Ty

evidenciando el comportamiento asintético con un de-
caimiento segiin una ley de potencias. Podemos ver
también que la potencia < determina el valor dela
funcién de Lévy en el origen. En efecto, apartir de la
representacién integral se muestra de manera directa

L(0;7) = ;r-F (1 + ’ly) 4

Las funciones de Lévy han sido relativemente bien
estudiadas y otras propiedades pueden encontrarse en
la literatura(®:6), ,

Por otra parte consideramos las funciones g¢-
normales, definidas en el contexto de la mecénica es-
tadistica no aditiva de Constantino Tsallis

-1
[B 113-¢
g—1| \2'2¢9-1
3—-q - =7
=
3—g¢q

N (z;9) =

()

donde B (z,y) simboliza la funcién beta (integral de
Euler de primera clase)(”).

Notamos en particular que en el limite ¢ — 1 esta
funcién converge a una distribucién normal. Por otra
parte si consideramos el comportamiento asintético de
estas funciones encontramos que para valores grandes
dez((¢g-1)/B-q)az*>1)

N(z;q) =~ [B (%’-21-%{;_-12)]—1 _13_ (6)

q_l q—1 Trae—1
3—-¢

que corresponde a un decaimiento segin una ley de
potencias. Esta ley de potencias para el decaimiento
resulta coincidente con el comportamiento de las fun-
ciones de Lévy si hacemos la identificacién

_3-4¢

Un caso particularmente interesante corresponde a
v =1 (g = 2), valor para el cual la funcién de Lévy
y la g-normal coinciden, resultando la distribucién de
Cauchy

1 1
L(w;1)=;'1-;-w7 8)
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La coincidencia del comportamiento asintético en-
tre ambos conjuntos de funciones, tomando en cuenta
la relacién establecida entre g y -y, nos permite afirmar,
por el teorema central del limite de Lévy-Gnedenko(®),
que la variable aleatoria

1 n
Zn = ﬂ_l/-; EXk (9)
k=1

tendrd una densidad de probabilidad que converge a
una distribucién de Lévy en el limite n — co. En par-
ticular hemos visto que para 4 = 1 ambas funciones N
y L coinciden, en cuyo caso n = 1 basta para asegurar
la coincidencia con la distribucién de Lévy.

3 Algoritmo

El algoritmo propuesto en esta comunicacién para
generar secuencias de nimeros pseudo-aleatorios con
distribucién g-normal es una extensién de un conocido
algoritmo para generar una secuencia con distribucién
de Cauchy®. Recordamos que en tltima instancia la
distribucién de Cauchy es una g-normal con g = 2.

Consideremos dos variables aleatorias U y V con
distribucién conjunta uniforme en la regién del plano
(u,v) definida por la condicién

1
W+ v P72 (10)

Para el caso 7 = 1 la regién corresponde a un
circulo de radio 1/2. A partir de estas variables de-
finimos una nueva variable aleatoria ¥ = U/ | V |}/
que, de acuerdo con el teorema de transformacién de
variables aleatorias(!®11), tiene una densidad de pro-

babilidad

1\

2(G3)]

— (11)
(1+92)F
que, recordando la relacién establecida entre ¢ y 7,
corresponde a una distribucién g-normal para la vari-
able reescaleada y = /2. Es decir que, salvo por
un factor de escala, el algoritmo propuesto nos per-
mite generar una secuencia con distribucién g-normal
en forma exacta. Por supuesto este factor de escala
puede elegirse arbitrariamente con una simple modi-
ficacién del algoritmo a emplear. La implementacién
del algoritmo se incluye en el apéndice.

Si consideramos el comportamiento asintético de
las funciones de Lévy, ain cuando la ley de potencias
para el decaimiento sea la misma, encontramos una
diferencia dada por un factor multiplicativo. A fin
de conseguir un comportamiento asintético coincidente
planteamos un cambio de escala C. en la variable y de
manera tal que la variable aleatoria X = Y/C, tiene
como densidad de probabilidad(1%11)

B(L2\]”
P(z;vy) =C, I‘B (2 2>]1 (12)
[1+ o))

fwq)=

17 - ANALES AFA Vol. 14

P(X)

P(X)

foy—=5 O 5

102 10 10° 10! 102 10
X

Figura 1: Comparacién de funciones Lévy y q-normal
para distintos valores del indice v: a) para vy < 1; b)
para ¥ > 1.

con un comportamiento asintético dado por

-1
P (z;7) =~ [B. G—’ %)] (13)

| Cy 17| 2 1+

Requiriendo ahora que el comportamiento asinté-
tico de la funcién P (z;~) sea coincidente con el de la
funcién L (x;7), encontramos que el valor apropiado
para el factor de escala resulta

r(1+f-27-) M
r(1-3)

En la figura 1 se presenta una comparacién de las
funciones de Lévy y las g-normales corregidas por el
cambio de escala para algunos valores del indice +.
Como se esperaba encontramos un comportamiento
coincidente en el limite asint6tico de x grande. Sin
embargo el valor de = a partir del cual se alcanza la
coincidencia asint6tica depende del valor de v, en par-
ticular para 4 < 1 como puede apreciarse en la figura
la. En efecto para valores de « aproximidndose a 0
la convergencia se da a valores cada vez mayores de
z. Ademds para valores de v < 1 la diferencia en-
tre L(0;7) y N (0;q9) es més marcada para valores
menores de <, como se desprende de (4) y el hecho

Cy=2 (14)
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de que N es una funcién acotada en el origen. Por el
contrario, para v > 1, las diferencias en z = 0 no son
tan pronunciadas, pero se registran diferencias rela-
tivamente importantes para valores intermedios como
puede apreciarse para el caso vy =19 en la figura 1b.
Este comportamiento de las funciones harén que en la
generacién de las secuencias para las variables Zy, de
(9) la densidad de probabilidad correspondiente apro-
xime a la funcién de Lévy con valores pequeiios de n en
el limite asint6tico en tanto que para valores pequefios
de Z, los apartamientos de las distribuciones serdn
mayores y se requerirdn mas términos en la suma (va-
lores de n mayores) para mejorar la aproximacién.

4 Resultados obtenidos

Implementamos el algoritmo propuesto como se indica
en el apéndice generando secuencias de 10° nimeros
con la distribucién g-normal modificada por el fac-
tor de escala para distintos valores del pardmetro
v(g). Como ya fue mencionado, la variable aleato-
ria definida en (9) tiene una densidad de probabilidad
que se aproxima a una funcién de Lévy tanto mejor
cuanto mayor es n, conforme al teorema central del
limite de Lévy-Gnedenko. La convergencia est4 dada
por la eleccién del factor n!/” en la combinacién lineal.
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Figura 2: Densidad de probabilidad aproximada para
la variable Z,, (ver texto) para distintos valores de n.
Las correspondientes funciones de Lévy se han incluido
como referencia. Nétese la coincidencia para valores
grandes de 2, y la convergencia para valores de n cre-
cientes.
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Los resultados correspondientes a esta aproxi-
macién se ilustran en la figura 2 para distintos va-
lores de n. Vemos que efectivamente la aproximacién
mejora a medida que aumentamos el valor de n. En-
contramos en particular que en las “colas” de la dis-
tribucién la convergencia es comparativamente més
répida que alrededor del origen con el aumento de n.
Este efecto ya fue previsto cuando elegimos el factor de
escala para la variable g-normal a fin de conseguir la
coincidencia asint6tica de las distribuciones. La con-
vergencia de las distribuciones para valores pequefios o
intermedios del argumento es mas lenta y requiere un
mayor nimero de variables g-normales sumadas para
mejorar la aproximacién. Notamos nuevamente aqui
un comportamiento diferente segtiin quey < loy > 1.
En el caso 4 < 1 la discrepancia principal se da para
Z, = 0, lograndose una aproximacién relativamente
buena para valores intermedios como se aprecia en el
grafico 2a atin para el valor 4 = 0.1. La situacién es
distinta para v > 1, dado que en estos casos la dife-
rencia no alcanza valores tan grandes como en el caso
anterior, pero a valores intermedios se dan diferencias
importantes. Esto se aprecia en particular en la figura
2b para el caso y = 1.9. En ambos casos las diferencias
mencionadas son mds pronunciadas cuanto mds nos
alejamos del valor v = 1, es decir con + aproximandose
a los valores 0 o 2.

A fin de estimar la bondad de la aproximacién para
distintos valores del pardmetro 7 y con distinto grado
de aproximacién n, definimos la suma de cuadrados de
apartamientos

2=10

Em)= Y [P(z) Lz

Zn=—10

(15)

tomando 101 términos (AZ, = 0.2). Nos restringi-
mos a valores relativamente pequefios del argumento
puesto que, segin ya fue mencionado, los apartamien-
tos son comparativamente més importantes en este in-
tervalo de valores. En la figura 3 ilustramos los valores
obtenidos para €2 (n) vs. n para distintos valores de .
Como ya se menciond la calidad de la aproximacién
disminuye con el apartamiento del valor v = 1 para
un valor fijo n. En particular ya se mencioné que el
apartamiento es muy marcado para valores de v < 1
en z = 0. A fin de separar esta contribucién defini-
mos una nueva variable e (n) obtenida de eliminar en.
(15) el término correspondiente a Z,, = 0. Graficamos
los valores correspondientes en la figura 3b. Vemos
efectivamente una disminucién en la suma €2, dismi-
nucién més marcada para los casos y < 1, en los que
la influencia del valor z=0 es mayor.

5 Discusiéon y Conclusiones

Se ha presentado un algoritmo para la generacién
de secuencias pseudo-aleatorias con distribucién g-
normal®. El valor de 4 y el correspondiente valor
asociado de v puede elegirse en forma arbitraria en el
rango 0 < v < 2. Haciendo uso del teorema central del
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Figura 3: Suma de cuadradosnde diferencias entre la
densidad de probabilidad P (2,) y la correspondiente
funcién de Lévy: a) incluyendo la diferencia en z, = 0;
b)sin considerar la diferencia en 2, = 0. Nétamos
como disminuye el valor en el caso b), consecuencia de
que la mayor contribucién proviene de la diferencia en
2n=0.

limite de Lévy-Gnedenko encontramos que la variable
Z,, definida en (9) tiene una densidad de probabilidad
que aproxima una funcién de Lévy. La aproximacion,
como en el caso del teorema central del limite, mejora
con el aumento del valor de n. Dado el factor de escala
elegido (con valores pequefios de n) en las “colas” de
la distribucién. La convergencia para valores chicos o
intermedios de Z,, resulta més “lenta” (requiriéndose
valores mayores de n para la aproximacién). Queda asi
planteado para la continuidad de este trabajo mejorar
el algoritmo de aproximacién a fin de lograr una con-
vergencia més répida en estas regiones. Esta linea de
trabajo estd desarrollindose.

A Apéndice: funcién para generacién de se-
cuencia con distribucién g-normal

Presentamos en este apéndice la funcién Pascal imple-
mentada para la generacién de un niimero aleatorio de
la distribucién N (z;+) definida en (5) y con la relacién
dada en (7) entre q y 7.

El argumento de la funcién: gami corresponde al
valor de v y el valor de salida vuelve con el nombre de
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la funcién genx.

function genx(gami:real): extended;
var
dx,x,y,yt,expy : extended;
begin
Repeat

x:=2xRandom-1;
y:=2*Random-1;
if (y=0) then expy:= -5000

else expy:= 1n(abs(y))/gami;
if (expy>=-4900) then yt := exp(expy)
else yt := 0;

until (x*x+yt*yt<=0.25);
if (yt>0) then if (y<0) then dx:=-x/yt
else dx:= x/yt
else dx:= 1e2500;
genx:= dx;
end;
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