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Derrames de fluidos no Newtonianos sobre una superficie plana no horizontal
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En este trabajo se deducen las ecuaciones que describen el derrame de un fluido no Newtoniano
sobre una superficie plana inclinada, bajo la aproximacién de lubricacién. Se presentan dos familias
de soluciones del tipo onda vm_]era una que se desplaza cuesta abajo y la otra cuesta arriba. Se
analizan casos limites de pequefia y gran inclinacién.

In this work the governing equations of the creeping flow of a non-Newtonian liquid on an incline
are derived within the lubrication approximation. Two families of traveling wave solutions are

presented: one of them running downslope, and the other running upslope. The limiting cases of

gentle slope and steep slope are analyzed.

I. INTRODUCCION

" Una buena cantidad de esfuerzos tedricos, numéricos
y experimentales han sido dirigidos a estudiar el flujo de
fluidos lentos viscosos bajo la accién de la gravedad. En
[1] se establecieron las ecuaciones que gobiernan el de-
rrame de fluidos Newtonianos sobre una superficie plana
horizontal, y este caso fue estudiado experimentalmente
en [1, 2], y numéricamente en [3]. En {4], se dedujeron
las ecuaciones para el mismo caso pero para fluidos no
Newtonianos. Las ecuaciones para el derrame sobre su-
perficies inclinadas fueron obtenidas en [5], y una gran
cantidad de trabajos fueron hechos al respecto (ver [6]
y las referencias alli), pero todos ellos contemplan sélo
fluidos con reologia Newtoniana. En este trabajo se de-
ducen las ecuaciones que gobiernan el derrame de fluidos
no Newtonianos sobre una superficie plana no horizontal
dentro de la aproximacién de lubrlcacmn, v se discuten
sus limitaciones y propiedades.

II. ECUACIONES BASICAS

. Sea un fluido que derrama sobre una superficie plana
inclinada que forma una dngulo o > 0 con la horizon-

tal. La coordenada z es perpendicular al plano, y la.

coordenada z creciente cuesta abajo. Indicaremos con
w y u las Tespectivas componentes de la velocidad. Sea
h = h(z,t) la superficie libre del fluido, y L una longitud
caracteristica de la corriente paralela a la direccion del
plano. Como primera hipétesis supondremos que:

',

h<<L Y

Asumiremos que el término inercial es despreciable frente
al de esfuerzos. Luego, la ecuacién de conservacion
del momento lineal en lag direcciones perpendicular y

s
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_ 10:752|. Esto permite simplificar la ecuacién (2):

' L

paralela al plano y la de continuidad resultan:

0= — e + aa:Ta:m -+ asz; + pg sin ¢ (2)
0 = —8,p+ OxTry + 8,7, — pgcosa (3)
0 = Oyu+ 0w ) . (@)

donde p es la densidad del fluido, g es la aceleracién de
la gravedad, y 7 es el tensor de esfuerzos. Supondremos

‘que la reologia es del tipo ley de potencia y est4 dada por

Tij = /1,E(1 ’\)/)‘ Eij . (O)
E = (&;64)'/* . (6)
gij = §(05vi + Oivy) M

con A y A constantes positivas. El caso Newtoniano se
recupera tomando A = 1, y la viscosidad serd 4/2.

Sean U y W velocidades caracteristicas en las direc-
ciones x y z respectivamente, de modo que |u| ~. U y
[w] ~ W. Dec (1) y (4) resulta de inmediato que

W~ U% <U 8)

de modo que el flujo serd predominantemente en la di-

" reccidn paralela al plano. A partir de aqui y de las ecua-

ciones (5), (6) y (7), es paosible deducir que |8,7.5| <<
i
0= —0zp+ 0,7, + pgsina - (9)

Esta ecuacién nos posibilita conocer el orden de mag;utud
de la presién, y de aquf cl de 8.p:

"
3

U- :
lazpl AE(I A)/A]"_J (h) (10)
" Dado que . r
UL
1007z |~ 1827es] ~ AEC VA2 (1)

+ 8.7..| por lo que'la
ecuacién (3) resulta simplificada a:

0= —0,p— pgcosa 1(12)
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Integrando (12):e imponiendo que p(z,z = h) = 0 se
obtiene

p = pgcosalh — 2) (13)

que nos dice que la presién.es hidrostatica. Ahora reem-
plazando esta tltima ecuacién junto con las definiciones
(5), (6) y (7) en la ecuacién (9) se llega a:

5;(]32'u,|1/'\) = KU(BG,.h,'cosoz'— sin a) (14)

donde K = A‘ng2%§i y ¢ = sign{8,u).

La ecuacién (14) junto con las condiciones de contorno
u(z,z = 0) =0 (noijslip) y d,u(z,z = h) = 0 (esfuerzo
tangencial ‘milo en la superficie libre) puede integrarse
obtcniéndosc (los subindices z y ¢ indican derivacion)

u = o [Ko(sina —hy cos )]} ';:11 [1 ~-(1- I)’\“]
(15)

* Nétese que para arribar a esta ecuacién debe verificarse

o=1 & hy<tana,60=-1 & h; >tana (16)

Si definimos % como u promediado en la direccidn z se
obtlcnc

-

4= ok [o(sin o — hy cos @) BT (17)

donde k = K*/{(A+2) > 0. Si bicn ¢ fuc definido como ¢l
signo de u., de esta tltima ecuacién es claro que ademas
o = sign(Z). Ahora se puede interpretar el significado de
la condicién (16): la direccién del flujo en un dado lugar
est4d determinada por la inclinacién que en ese lugar tiene
1a superficie libre. Donde la pendiente de la superficie

. libre es positiva medida respecto de la horizontal (no res-

pecto del eje z), el flujo es cuesta arriba (0 = —1), y
donde es negativa el flujo es cuesta abajo (o =1).

La ecuacién de conservacién de la masa puede ahora
ser planteada en términos de h y @ como

hy + (@h)s = 0 (18)

Fmdlmente de (17)'y (18) se obtiene la ecuacién que
gohierna el derrame de fluidos con reologfa tipo ley de
potencia sobre una superficie inclinada

he + ok {[o(sin(?z = By cos )] h,’\+'2} =0 (19)
x

Noétese que es una ecuacmn en derivadas parciales aita-
mente no lineal, y que el grado de no linealidad depende
de A. En el caso méds'simple que el fluido es Newtoniano
y que la superficie sobre la que se derrama es horizontal
dicha ecuacién sigue siendo no lineal.

.

III. ANALISIS DE LAS ECUACIONES

En este punto analizaremos las limitaciones impues-
tas al flujo al despreciar el término inercial frente al de
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gradiente de esfuerzos. No es dificil deducir que

. L U? h. 1 AU h
(v-ﬁ)v'v—-l-/—(l,o,z) ﬁT 1+1(1 0, )
’ <20)
de modo que dicha hipétesis implica
U2-%hx h
T—:( )k1 (21)
Notemnos que, dado que h < L; el m’unero adimensional
U?=3h%
R s SRARStet—— 2
e=— (22

que es la generalizacién del mimero de Reynolds para el
tipo de reologia supuesta en este trabajo, puede ser del
orden de 1 o incluso mayor.

De la Ec. (18) podemos estlmax la escala de t1empo T
en la que h sufre cambios: T ~ f-. Por lo tanto podemos
estimar el orden de magnitud de &%, que también hemos
supuesto despreciable:

h

Vemos que es comparable al término inercial, por lo que
el cumplimiento de la condicién (21) asegura que efecti-
vamente es despreciable frente al términos de esfuerzos.

El grado de complejidad de la Ec. (19) dificulta la

. obtencién de soluciones. Sin cmbargo, resulta sencillo

obtener soluciones cstacionarias. Una de cllas cs

z 2 Zy

b= A{z = zp) tanca i
1 2 <z (24)

"0 ' 81

=0

que sencillamente representa un fluido en reposo (% = 0)
con su superficie libre horizontal. Otra solucién esta-
cionaria es :

h = hg=cte (25)
@ = k(sina)*h)*? (26)

quc representa un fluido con su superficic libre plana y
paralela al plano inclinado, y que escuire por éste con
una velocidad uniforme 4.

Las solucionces de (19) pueden presentar frentes cuya
posicién indicaremos como 2, tal que h es diferente de
cero s6lo si ¢ < x4 (este es un frente a derecha, puede
tener ademds uno a izquierda, o a ambos lados). Acep-

tando que h — 0 si 2 — z;, inspeccionando la Ec. (17)

se puede ver (ue existen dos posibilidades respecto de la
velocidad del frente vy en este limite. O bien vy — 0, o
Oph — £00 de modo tal que v; es diferente de cero, por
lo que % x (8;h)*h**1. Luego, la forma del perfil en las
proximidades de un frente que avanza

h x Im—:z:flﬁ%T (27
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Esta forma del frente es la misma que se obtiene para el
caso de derrame sobre un plano horizontal [4].

Para hallar soluciones del tipo onda viajera, suponga-
mos que h sélo depende de la variable y = z — ¢t con
¢ =cte.. En este caso, la ecuacién (19) puede ser integra-
da una vez y se obtiene

(28)

h' =tana — g [U(Cl+0h)]l/>‘

cosa khAt+2

donde la prima indica derivada respecto de y, y ¢; es una
constante de integracion. En el caso ¢; = 0 se puede
obtencer una solucién implicita

h—hoFy (u,l;u-{-l;asina(%)*h%) =ytana (29)

donde 2 F es la funcién hipergeométrica y p = A/(A+1).
Haciendo un desarrollo en series, vemos que si h — 0, la
ecuacién (29) lleva a

Acos a k1/A (30)

h ( a2 + 1|/ )”‘”*”
que coincide con la expresién dada en (27). Obsérvese
quesioc =1 (> 0)debesery <0, ysiag = -1
{e < 0) entonces debe ser y > 0. Por otra parte, si o = 1
entonces h debe ser menor al by definido en (26) tomando
% =|c,yy— —oc cuando b — hy. Pero, sioc = —1,
en el limite h — oo la funcién hipergeométrica tiende a
0, entonces resulta h = ytana. Vemos asi que hemos
obtenido dos familias de soluciones del tipo onda viajera:
una quc viaja cucsta abajo con un frente en y = 0 dado
por la ecuacién (30), y que se extiende hasta y = —oo
tendiendo cn cste limite a la solucién dada por (26); la
otra viaja cucsta arriba, también con un frentc en y = 0
dado por (30), pero que se extiende hasta y = +oc y
tendiendo en este limite a la horizontal. En la Fig. 1 se
muestran algunas de estas soluciones.

h 209 2=l =11

y

0.0l -0.005 "7 0005 001 0015

Figura 1: Soluciones del tipo onda viajera. Los valores de ¢,
Ay pson los mismos que en la Fig. 2, y [c] = 1m/s. Eny <0
se pueden observar las ondas viajeras que se desplazan cuesta
abajo, v las que se desplazan cuesta arriba en y > 0.
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IV, APROXIMACION DE PEQUENA
INCLINACION

Si en la ecuacién (19) se supone que tanc << |h,]
obtenemos
P+ k(cos ) a [(—oh, ) RM2] =0 (31)

que es equivalente a la ecuacion obtenida en [4] reescalan-
do g como gcosa. Notese que csta condicién cs muy re-

“strictiva, ya que {hy| ~ h/L << 1, por lo que la ccuacién

(19) se reduce a (31) para valores de a que verifiquen
tana << h/L << 1, La ecuacién (31) es una ecuacién
de difusién no lineal (atn en el caso ) = 1).

V. APROXIMACION DE GRAN INCLINACION

Si cn la ccuacion (19) sc suponc que
tana >> |hy| ' (32)
se obtiene:
hy + k(sin a)* (A *2), = 0 (33)

que cs la generalizacién a fluidos no Newtonianos de la
ecuacién dada en [5]. Obsérvese que (32) implica, de
acuerdo a (16), que o = 1. Esto significa que la Ec. (33)
sélo pucde describir corricntes que fluyen cucsta abajo.

La Ec. (33) admite una expresién simple aunque im-
plicita para sus soluciones. Si f(2) = h(z,t = 0) es el
perfil inicial, la solucién de (33) resulta

h= f(z — k(sin )\ + 2)R 1) (34)

Esta expresion tiene la forma de una ecuacién de onda, en
la que h depende s6lo de la variable z ~ ct, donde ¢ > 0
cs la vclocidad de propagacién de la onda, poro siendo
¢ una funcién creciente de h. Es decir que las regiones
donde h es mas grande se desplazan con mayor veloci-
dad. M4s precisamente, si a un dado tiempo en z = z;
es b = hy, entonces un intervalo de tiempo At més tarde
resultard que h = h; en z = z; + k(sin a)* (A +2)R 1 At.
De aqui se deduce que, donde h, es positiva, disminuirs
pero serd siempre positiva, y donde es negativa bhabrd un
particular valor de £ y un particular valor de = donde
la derivada se vuelva infinita; a partir de ese instante la
solucién serd multivaluada. También es ficil ver que los
ceros de h no se desplazan. Todos estas observaciones se
pueden apreciar en la Fig (2). El perfil inicial fue elegi-
do de modo que verifigue la condicién (32), pero con ¢l
transcurso del ticmpo cn aquellas zonas donde el perfil |
inicial tiene derivada negativa tal condicién deja de ser
verificada, por lo que la ecuacién (33) deja de ser una
buena aproximacién de (19) (lo contrario ocurre donde
la derivada es inicialmente positiva). Resulta razonable
esperar que al adquirir importancia el término despreci-
ado para llegar a (33), su efecto difusivo contrarreste la
tendencia que tiene (33) a desarrollar singularidades.
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A=09

x/x()

| g

Figura 2: Soluciones de la ecuacién (33) para un perfil inicial
de la forma f(z) = ho[l — (£)°] para t'= 05, 055 y 1s.
Los valores de los parametros son ho = 0.01 m, rp = .1m,
a=20° A=001kgm 1s/*2 p=1griem®’y A=09en
cl pancl supcrior, A = 1.en cl. pzmcl central, y A = 1.1 cn cl
panel inferior. s v

. A‘. ‘ . . .
VL CONCLUSIONES

En este trabajo hemos deduc1do la Ec. (19) (o el sis-
téma equlvalente (17) 'y (18)). que gobierna el derrame so-
bre una buperﬁme plaha inclinada de fluidos con reologia
tipo ley de potcnma ‘Las 111p6t031s bésicas que ascguran
la validez dc las’ ccuauoncs obtenidas cstan dadas por {1)
y (21), ysonh<<LyReh/L<<1

Podemos obsexrvar €l doble pape! que la gravedad juega
en el problema bajo! estudio. Por un lado impulsaal
flujo cuesta abajo, y ;Jbte hecho se reﬁeja en la Ec (19)

en el término que contiene al sine. Por otro lado, las
variaciones en h tienden a desplazar fluido de modo de
suavizar dichas variaciones, y esto se manifiesta en el
término h, cosc. Para pover esto en términos mds ri-
gurosos, definimos los flujos J,.J; ¥ Jp a partir de las
ceuaciones (19), (31) vy (33) respectivamente:

J = ok|o(sin & — hy cos a)]> B2
Ja = gk (—aghg cos &)} B2 (35)
J, = k (sina)* B2

dondc g4 = —sign(h,). Vemos que Jg cs un flujo difusi-

vo, siempre tiene el signo contrario a h,, y su efecto es el

de suavizar las variaciones de A. El flujo J, es positivo, y

por lo tanto siempre tiende a transportar al fluido cues-

ta abajo. El flujo total J. incluye los efectos combinados

de los dos ant;enoleb, pera no es su suma (excepto para
— 1) .

J=olodi/* + cog{oadg)t/ > (36)

Mostramos quc las solucioncs de la Ec. (19) pucden
presentar frentes del tipo ley de potencia, con el expo-
nente determinado sélo por A.” Hemos presentado sus
soluciones estacionarias, y hallado dos familias de solu-
ciones del tipo onda viajera. En un caso viajan ciiesta
abajo y lejos del frente tienden a una de las soluciones
estacionarias; en el otro; viajan cuesta arriba y lejos del
frente tienden a la horizontal.

Es un hecho conocido que el derrame de fiuidos sobre
una superficic inclinada desarrolla cn la linca de contac-
to un tipo de inestabilidad conocido como fingers. En
este fenémeno la tension superficial (ignorada én nuestro
trabajo) cumplen un rol fundamental. . Sin embargo, en

[7] fue demostrado que lejos de la linea de contacto, la:

Ec. (19) en el caso Newtomano descmbe correctamente
a la.corriente. Parece razonable asumir que la situacién
sea la misma para cualquier valor de A.
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