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En este trabajo se presenta un método alternativo para la solucién numérica de ecuaciones diferenciales
ordinarias las cuales deben expresarse en una forma cuasi lineal. E1 método esta basado en las teorias de las
ecuaciones diferenciales lineales y es exacto para las mismas. Sc comparan las soluciones de diversos
problemas con las obtenidas por los métodos de Runge Kutta.

We present an alternative method to obtain solution of differential equations, which can pe expressed in a
quasi-linear form. The method is essentially based on the linear equations theory and is exact for these
equations. We compare the solutions of different problems with the Runge Kutta solutions.

1. INTRODUCCION

La formulacion matematica de muchos
problemas en fisica, quimica, ingenieria ¢ investigacion
operativa se realiza, en gran parte, utilizando
ecuaciones diferenciales. Estas ecuaciones, en muchos
problemas de interés, son no lineales, no homegéneas y
con coeficientes variables. En tales casos, soluciones
analiticas son dificiles de obtener existiendo para ello
métodos aproximados."*® Un buen resumen de los
distintos métodos de calculo existentes se puede
encontrar en las referencias (3) y (4). En este trabajo se
muestra que es posible obtener soluciones numéricas
usando la teoria de ecuaciones lineales. Esencialmente,
se propone un método de calculo de un paso. Cuando
las ecuaciones son lineales a coeficientes constantes la
solucidn es exacta.

El articulo estd organizado de la siguiente
manera: la formulacion del problema es presentada en
la seccién II. En la seccion III se presenta €l operador
evolucién; las expresiones explicitas para ecuaciones
diferenciales de segundo grado son presentadas en la
seccion IV. La discusién de la convergencia numérica
serealiza en la seccion V. Ejemplos de aplicacién se
desarrollan en la seccibn VI y, por fltimo, las
conclusiones se desarrollan en la seccién VII.

il. FORMA CUASILINEAL

Existe un amplio espectro de métodos analiticos
para resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias
pero muchas veces se debe recurrir a soluciones
numéricas como ocurre con frecuencia en los problemas
no lineales.
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En este trabajo se consideran las ecuaciones
diferenciales de orden n resueltas respecto de la
derivada de mayor orden, la cual se escribe como:

Q) O= F(t,x,xl,...,x("'l)) .
con las siguientes condiciones iniciales:
Doy =x§,j=0,.,n-1 .

Sc considerard sOlo aquellas ecuaciones diferenciales
que se pueden reducir a una forma cuasi lineal®

n .
>a;x D=7, M
J=0
donde

aj=aj (x,x(l),...,x("‘l),t) j=0,..n , (@

f=fexD, =Dy 3)

y a; y Json funciones continuas respecto a t'y al

conjunto de variables (x,x(l),...,x(")) . Como en otros

métodos numéricos cldsicos, la condicion de
derivabilidad de aj y f no son necesarias.

Il LINEALIZACION Y OPERADOR EVOLUCION

Desconpongamos el dominio de la variable t en
intervalos L (t;,t9).i=01...,m donde

"tigg =tj+hy hj >0 esel pasoen el intervalo I;. En

cada intervalo I; se define la ecuacién asociada a (1)
por

Y,z =f,,i=01...m , @
j=0
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donde z;(t) es la funcién que estima a x(t)en el
intervalo Ij, las constantes ajj y fj estan definidas por

aj = a; (z;0, 20 ), 2" D), 1) )

£ = F0et), X D) i =1, m
Para integrar la ecuacion lineal (4) en el
intervalo /3 se comienza con la condicién inicial en

t=1ty y se obticne su solucién analitica. Con esta

solucion analitica se pueden evaluvar las condiciones
iniciales en t=t; para entonces determinar la nueva

solucién en el intervalo Ij y asi sucesivamente. Luego,
para cada intervalo I; se ha obtenido la solucién
aproximada de x(¢) definida por:

n
zi(O = 2 dix O +2ip(0) )
k=1

donde {¢;x(1)} es el conjunto de n soluciones
linealmente independiente de la ecuacién homogénea
asociada a (4) y Zjp(t) esuna solucién particular de ia
ecuacion diferencial no homogénea. Las constantes
Cik s¢ determinan resolviendo el sistema lineal en
Cik usando las condiciones inicialesen t = t;

. n
£ = 3 s+, 5=0..n-1 )

donde se han usado las condiciones iniciales
2§00y =xD(tg). j=0,..n-1.  (®
Es de notar que este sistema tiene soluciéon ya
que el conjunto {¢;x} es un conjunto lincalmente

independiente. De esta manera, se ha obtenido una
aproximacioén analitica de x(t) en el i-ésimo intervalo

para la ecuacion (6). Para calcular la solucion en los
intervalos I ;) las condiciones iniciales zl(_{_l) t=t4)
(j=0,..,n—1) se determinan a partir de la solucidén

z;(t) obtenida para el i-ésimo intervalo. Formalmente
se representa como:

£i41) = G0, 2160, 2D 1), 2" D)) . (9
donde G; representa el operador evolucnén temporal

que a un estado en el tiempo # le pone en
correspondencia el estado del sistema en el tiempo
tiy1. Para j=0 (9) puede escribir en una forma mds
compacta como:
ziv1 = £z; , (10

en donde P; es el operador evolucion en la i-ésima
iteracion.

Se ha determinado, de esta forma, la solucién de
la ecuacién (1) en forma aproximada.
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Cintervalo I;.

IV. ECUACIONES DIFERENCIALES DE
SEGUNDO ORDEN HOMOGENEAS

Como una aplicacion del método propuesto (M
P), y sin perder generalidad de la seccion III se
consideran las ecuaciones diferenciales de segundo
orden homogéneas

x(t) + f(e(t), x(8),1) x(£) + g (e(1), (1), ) x(1) =0 (11)
donde el punto denota diferenciacion respecto a la
variable t.

Los pasos a seguir son: obtener una solucién
general discreta de la ecuacién (11) y la construccion

de un algoritmo considerando las funciones f(x, 5:, Dy

g(x,J-C,l‘) continuas. Para este fin, usando el

procedimiento iterativo expuesto en la seccién III,
usando las ecuaciones (6) y (7), se obtienen las

ecuaciones iterativas para z; y su derivada z las
cuales son

- [(cosh(h/\ WAL TN x+sinh(hA,-)éi:|
A A (12)
A
exp-=~
éi+l =|:_ g sinh(hA; )zz +(cosh(hA,) - f sinh(hA; )) j!
Ay Ay (13)
exp—zlf- Jd=h..m ,

en donde h es el paso de integracién, z; es la
estimacion de xen t=t; y

2
m L

donde f; vy g; son los coeficientes de la ecuacién (11)
evaluados en ¢ =1¢;.
En particular, para A; =0 se obtiene

Zigl = l(l+ Jih )z +hz,}exp-——ﬁ a4

m=[—-gihz,~+(l—f2ih)éi]exp~%fi 1)

Como se puede ver, el método iterativo resulta
mas simple que un método de Runge Kuta de cuarto
orden y aun mas simple que uno de cuarto orden de
Continuacién Analitica Continua en donde se necesitan
evaluar las derivadas de fy g .

Para mejorar la convergencia, se¢ puede
aproximar a f; y g; por sus valores medios en el

Para estudiar esta aproximacién sc

denotara con F tanto a f (x,ic,t) como a g(x,J.c,t) y

A
con F la aproximacién a F(t=t;)=F;. Se presentan

tres casos, a saber:
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i) Cuando F es s6lo una funcién explicita de t, es
decir F = F(t) entonces:

A
Fi= 1

Ll B ey dy! (16)
Lya—t It"

la cual se puede obtener por simple integracion.

ii) Cuando F=F(x)o F=F(x) las que se
denotaran en forma genérica como F =F(u),

en este caso
A
Fi= -l—j"?ﬂ Fwav , a7
Ui —uj

endonde w;yy =u; +u; h
iii)  Cuando la integracion no puede ser resuelta en
forma analitica, luego
A

1 . .
Fy =—2{ F(xi,xi,ti)+F(xi+1,xi+1,t,-+1)} , (18)

donde x;4 = x; +5c,~ hy 3ci+1 se obtiene de (11)
resultando 3ci+1 = J.Ci—- I:f(xi,).ci,t,-);cﬁg(x,',J'c,',ti)J.ci} h

V. CONVERGENCIA NUMERICA

No se dispone de un resultado analitico para
obtener la condicion de convergencia pero es claro que,
cuando h — 0, el resultado numérico tiende a la
solucién exacta; si bien esto no es un criterio util. En su
lugar, puede utilizarse un criterio "pragmatico" para
determinar la confiabilidad de la solucion y del
operador evolucién. Ya que la solucién depende del
parametro h, se debe estudiar la sensibilidad de la
solucién al variar dicho parimetro y determinar un
apropiado paso de integracion en funcién del grado de
precisién deseado como generalmente es hecho en los
métodos numéricos,

Si se cuenta con al menos una constante de
movimiento, ésta no debe usarse para reducir el orden
de la ecuacién sino que se debe tomar como una
variable de control. De esta manera, el paso de
integracion se puede determinar por la minima
variacion de la constante de movimiento de acuerdo al
grado de precision requerido por el problema en
cuestion.

Vi. APLICACIONES

Como aplicaciéon del método propuesto se
resuelven cunatro ecuaciones diferenciales y su solucion
es comparada con las obtenidas usando el método de
Runge Kuta de cuarto-orden (RK4)®® y con el método
de Continuacién Analitica Continua (CACxx) “de
segundo y tercer orden. En todos los cilculos se utilizé
doble precision y el compilador FORTRAN 90,
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OSCILADOR ARMONICO

Como primer ejemplo se estudia el oscilador
armonico cuya ecuacién diferencial es:

X)) +o? x(t)=0 . (19)

De acuerdo a lo expuesto, la solucién serd
exacta para cualquier frecuencia @ . Por otra parte, si
se integra la ecuacion (19) usando CAC o RK4 el paso

, 2z
de integracion debe ser menor que ¢l periodo P = 70—-

para obtener una buena aproximacién. Se integrd la
ecuacién (19) para @ =10 con paso h=0,1 y con las

condiciones iniciales x(0)=0,0 y 5c(0) =01 en el
dominio 0<t<100. Para comparar los distintos
métodos se define el error relativo
&, (%) =100 (x; ~ x4 (x;))/ x4 (x;) donde x,(x;) esla
solucién analitica evaluada en t=t;. Los resultados

son presentados en la tabla 1 donde se puede apreciar
que usando RK4 el error es inaceptable mientras que en
¢l método propuesto es nulo.

Tabla 1

t 0,5 1,0 10,0 }20,0 30,0 |50,0 |100,0

MP (00 |00 00 (00 |00 0,0 0,0

RK4 |-02 [-140 |-50 |-72,0 |-100 [107,0 |-100

OSCILADOR NO LINEAL

Del punto anterior de esta seccion puede
inferirse que el método propuesto serd extremadamente
eficiente para estudiar ecuaciones diferenciales lineales
a cocficientes constantes perturbadas por términos no
lineales.

Por lo expuesto, se estudia a continuacion el
oscilador mo lineal® con un potencial dado por

4

v(x):—;—xz +%—x el cual posee una constante de

2
movimiento dada por £ :%x +v(x) la cual serd

_usada para controlar la precision numérica de la

solucion.

La ecuacion de Newton para este movimiento
unidimensional es:
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XO+A+a X)) x(t) =0 | (20)
donde o es una constante.

Usando las ecwaciones (17) y (20) los
coeficientes de la ecuacion lineal asociada a (20) en el
intervalo (t;,tj4;) son, de acuerdo a la seccién IV

2
g; =1+a(x,2+hx,-+%—) ,

fi=0

La solucién discreta se obtiene iterando las
ecuaciones (12) a (15). Se define la funcién E; como

2
E; = %xi +v(x;)

En la tabla 2 se comparan las diferencias
relativas de E; respecto a la constante de movimiento

E mediante e,(%) =100 (E; - E)/E Las condiciones

iniciales son x(t=0)=1, 5c(t =0) =1. El dominio es
0 <1 <100. El paso de integracion tomado es h = 0,01
con un valor de la constante o = 5.

Tabla 2

ti 10,06 1200 40,0 60,0 80,0 100,0

xX(t) - (- X2 (O)x(t) + ax() =0 193]

Una solucién numérica de esta ecuacion puede
encontrarse en la referencia (7).

Los coeficientes de la ecuacion asociada a (21)
en el intervalo I; se calculan usando las ecuaciones

(16) y (21) de acuerdo a l1a seccién IV obteniéndose:
f; :—%(3«}12 Xi-3hx; xi-3x7)

gi=1

Las condiciones iniciales utilizadas son

x(t=0)=1y x(t=0)=1 en el dominio 0<t<100
con pardmetros € =01, a=1 y paso de integracién
h =0,01. Los resultados se presentan en la tabla 3.

A los fines de comparacién, s¢ toma la
solucién obtenida por el método RK4 como la mas
confiable (estabilizado con siete cifras significativas)
por lo que se define el error relativo como
&p (%) =100 (x; —xRr 4i)! XRr 4i - Los resultados se
exponen en tabla 3. La tabulacién de la solucién
mediante M P y RK4 se muestran con cinco cifras
significativas en la tabla 3.

Tabla 3

MP 0,0052 10,0018 {0,011 |0,013 {0,021 |0,026

X 20,0 40,0 60,0 80,0 100,0

CAC2 [0,016 [0,0033 | 0,066 {0,068 |0,13 0,14

MP 1,1707 |0,11131 |{-1,7999 {-1,5556 |0,43471

CAC3 [-0,003 [-0,006 |-0,011 |-0,017 |-0,022 |-0,028

RK4 1,7107 (0,11132 | -1,8000 |-1,5557 |0,43470

Del anilisis de la tabla 2 se concluye que el
meétodo propuesto es mas satisfactorio que el método
CAC2. La precisidén de los resultados son equivalentes
a los obtenidos con el CAC3” pero el tiempo de CPU
con MP resulto ser significaticamente menor.

ECUACION DE Van der Pol

Como tercer ejemplo se estudia la ecuacion de
Van der Pol®® que es una ecnacién diferencial a
coeficientes variables, a saber:
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£ (%) 0,000 0,009 -0,006 |-0,006 |0,002

autovalores de la ecuacién de Scrodinger

En este problema no lineal se ve que el
método M P coincide con RK4. También en este caso
los tiempos de CPU han sido menores.

OSCILADOR CUANTICO
Como cuarto ejemplo se presenta e(l))problema de
(10).
HY=EY , 22)

y, en particular, se estudia el oscilador cuéntico
unidimensional cuya ecuaciéon adimensional es:
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2
0 e-Pyp=0 (23)
dx

donde ¢ es el autovalor y ¢ , la funcién de onda, es
tal que

[2 ¢ pdx<o
y cuya solucion analitica es:
e =2k+1 , (24)
1
b =ap exp-o XV He @, (29)

donde Hy(x)son los polinomios de Hermite!'" de
ordenk y ay esla constante de normalizacion.

Como es conocido en los problemas de
autovalores, la ecuacion diferencial es estructuralmente
inestable ante variaciones del pardmetro € y la
solucion numérica obtenida es inestable para grandes
valores de x.

Se estudia el estado correspondiente a k=2
cuya solucion analitica es:

2 x2
P (x)=2(2x ~1)GXP(—7) > (26)

donde e3 =5.

De las ecuaciones (23) y (17) se encuentran los
cocficientes que se deben usar para evaluar las
ecuaciones (12) a (15):

fi=0, @7

2
&i =5—x,-2—hx,-—£3— .

Se define el error relativo de la solucién
numérica (z) respecto de la solucién analitica
expresada por 1a ecuacién (26) como:

& (%) =100 (z; =)/ $o; -

En la tabla 4 se presentan los resultados de la
funcién de onda, y los errores relativos utilizando los
métodos MP y RK4. Las condiciones iniciales son

o2(x=0)=-2, @o(x=0)=0, el intervalo de
integracién es 0<x<48 y el paso de integracién
esh =0,001.

Tabla 4

Xj 2,0 3,0 4,0 4,5 4,6 4,7 4,8

o 1,893 10,377 | 0,020 | 0,003 {0,002 | 0,001 [ 0,011

MP |9E-6 {2E4 (0,042 |1,5 34 8,2 17,0

2

RK4 |-2E-5 |-4E-4 |-0,08 {-3,0 |-67 |-150 [-35,0

De la tabla 4 se concluye que el método
propuesto es mds preciso y, ademas, se utiliza menor
tiempo de computo. Notar la inestabilidad numérica
propia de los problemas de autovalores para x>4,6y
que ¢l método MP result6 ser mas robusto.
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Vii. CONCLUSIONES

Se puede concluir de lo expuesto, que las
ventajas del método propuesto en relacion a métodos
existentes son:
i) Cuando las ecuaciones son lineales y los coeficientes
constantes la solucién resultante de aplicar el método
cxpuesto es exacta, siendo nulos los errores de
truncacién. Esto representa una gran ventaja con
respecto a otros métodos cuando existe una
perturbacién no lineal pequefia a la ecnacion diferencial
original.
ii) La implimentacion de un programa en una
biblioteca cientifica es tan simple como en cualquier
método tradicional,
iii) En los ejemplos mencionados, el tiempo de cémputo
es menor que con los métodos RK4 o CAC3 y la
precision es del orden del método RK4.
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