Inestabilidades de linea de contacto en flujos de capas delgadas
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Se presentan resultados computacionales sobre la inestabilidad de la linea de contacto de una capa
lfquida delgada que escurre sobre un plano inclinado bajo la accién de }a gravedad. En el marco de
la aproximacién de lubricacién, mostramos que la naturaleza del patrén emergente para un fluido
mojante depende fuertemente del 4ngulo de inclinacién. Grandes &ngulos conducen a la formacién
de riachos en forma de dedos, mientras que pequefios dngulos resultan en patrones tipo diente
de sierra. En todos los casos se consigue un cobertura total del substrato. También estudiamos el
rdesarrollo de la inestabilidad para tiempos largos, y la interaccién no-lineal de los modos en dominios
ile dimensiones comparables a las experimentales.

‘We present computational results about the contact line instability of a thin liquid film flowing down
on inclined plane, under the action of gravity. Within the lubrication approximation, we show that
the nature of the emerging pattern for a wetting fluid strongly depends on the inclination angle.
Large angles lead to the formation of finger-shaped rivulets, while smaller ones yield saw-tooth
patterns. In all the cases, complete coverage of the surface is obtained. We study the instability for
late times, as well as the non-linear mode interaction in domains comparable to the experimental

ones.

1. INTRODUCCION

El procesc de cobertura de superficies sélidas por la
aplicacién de capas liquidas delgadas es de interés en
varias ramas de la ciencia y de la técnica. En estos proce-
so0s, el liquido viscoso puede ser motorizados por fuerzas
gravitacionales {1-7], fuerzas centrffugas (’spin coat-
ing’ [8]), o gradientes térmicos (flujos de Marangoni [9]).
En muchas situaciones, el frente de la capa liquida (donde
confluyen el liquido, la superficie s6lida y el aire) se vuelve
inestable, de manera que el flujo se desarrolla ya sea for-
mando riachos con forma de dedos, o un frente irregular
con estructura de diente de sierra.

En este trabajo, nos concentramos en quizas el més
simple de estos problemas: el flujo sobre un plano incli-
nado. Los primeros experimentos fueron realizados por
Huppert [10°, quien estudié el derrame de un volumen
fijo de ﬁL1ido viscoso, liberado en el extremo superior del
plano. Estos mostraron claramente cémo la lnea de con-
tacto, incialmente recta, se vuelve inestable frente a per-
turbaciones transversales. Experimentos posteriores han
mostrado que las propiedades de mojado juegan un rol
importante en el desarrollo de la inestabilidad: para flu-
idos con mojabilidad (casi) completa se obtuvieron pa-
trones triangulares y total cobertura del substrato, mien-
tras que con fluidos parcialmente mojantes se observaron
patrones tipo diente de sierra con cobertura parcial de
la superficie sélida [11]. Recientemente, se han realizado
experiencias en un arreglo experimental modificado que
permiti6 estudiar el flujo continuo de una capa de espesor

98 - ANALES AFA Vol. 12

dado [7]. Esta inestabilidad es més facil de estudiar, ya
que se han eliminado las complicaciones debidas al adel-
gazamiento del fluido cuando su volumen es constante.
Se evidencié que, para un dado fluido, cambios en la in-
clinacién del plano afectan significativamente la forma de
los patrones emergentes. Para grandes angulos de incli-
nacién se observaron patrones con digitacién, mientras
que para pequefios dngulos se obtuvieron patrones tipo
diente de sierra [7]. Sin embargo, queda ain pendiente
una descripcién completa sobre cémo la interrelacién en-
tre las propiedades de mojado del fluido y las fuerzas
motoras determina la forma del patrén emergente y el
grado de cobertura de la superficie.

Nuestro tratamiento del problema es computacional:
resolvemos numericamente la ecuacién diferencial par-
cial que gobierna el movimiento del fluido en la aproxi-
macién de lubricacién para un fluido completamente mo-
jante. Importantes mejoras en los métodos computa-
cionales [12] nos permite, por primera vez, predecir con
precisién la dinamica de grandes sistemas, en dominios
computacionales comparables a los experimentales.

II. FORMULACION DEL PROBLEMA

Definimos nuestro sistema de coordenadas de la sigu-
iente manera: el plano zy coincide con la superficie incli-
nada un dngulo a respecto de la horizontal; el eje z esté
orientado hacia abajo, el eje y es transversal (horizontal),
y €l eje z es perpendicular al plano. Promediando en la
direccién z, y asumiendo la incompresibilidad del fluido,
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se obtiene la siguiente ecuacién de difusién no-lineal de
cuarto orden para la altura h(z,y) (ver p. ej. [2]):

%—’E + V- [hSVVZh] - D(a)V - [h3VI] + %h— =0, (1)
donde V = (6,,8,), D(a) = (3Ca)'/3 cot(a), y Ca es
el nimero capilar. El segundo término da cuenta de la
tensién superficial, mientras que los dos ltimos términos
corresponden a las componentes normal y paralelas de la
gravedad, respectivamente. Aqui, Ca = uplU/y, donde
i es la viscosidad del fluido, ~ es la tensién superficial
aire-liquido, y U es la escala de velocidad. La altura
del lfquido se escala con h., el espesor lejos de la linea
de contacto; el balance entre las fuerzas viscosas y la
gravedad en esa regién lejana da U = pgh?sina/3p.
Luego, escalamos las coordenadas en el plano con z, =
(h v/ pgsina)t/3, y usamos la escala de tiempo natural
te = e/ (g es la gravedad, y p la densidad del liquido).

El an4lisis de estabilidad lineal (LSA, por sus siglas
en inglés) fue hecho por primera vez para el flujo sobre
una pared vertical [13], y luego para el caso general de
un plano inclinado [2,14]. Estos trabajos mostraron que
existe un rango de modos inestables, y que las longitudes
de onda maés cortas son estabilizadas por la tensién su-
perficial. Si bien los resultados experimentales muestran
un acuerdo basico con el LSA (p. ej., la separacién obser-
vada entre las puntas de los patrones concuerda razon-
ablemente bien con la longitud de onda de maximo crec-
imiento A, & 16), existen ain un buen nimero de cues-
tiones no aclaradas. Quizds la méas importante es que el
LSA estd limitado a tiempos cortos (en una aproximacién
lineal), de modo que aspectos como los relacionados con
la interaccion no-lineal de modos no pueden analizarse.
Algunas de estas cuestiones fueron analizadas mediante
la resolucién numérica de la ecuacién diferencial par-
cial {15-17]. Esas simulaciones proveen una mejor visién
gobre algunas de las cuestiones abiertas; sin embargo, los
dominios angostos que ellas emplearon no permitieron
una comparacién directa con los resultados experimen-
tales.

Notemos, en primer lugar, que todos los métodos
redricos y/o computacionales requieren algiin mecanismo
de regularizacién, ya sea la incorporacién de una pequeiia,
capa de fluido delante de la linea de contacto (film pre-
cursor}, o el relajamiento de la condicién de contorno de
no-deslizamiento en la interfase liquido-sélido [18]. En
este trabajo usamos el modelo de film precursor, y refer-
imos al lector a nuestro trabajo previo donde analizamos
en desalle éste y otros métodos de regularizacién {12].

La ec. (1) se discretiza en una grilla cartesiana fija en
el dominio rectangular [L., L,]. Los detalles del método
numéricc se presentaron en trabajos previos [12,19-21].
Aqui, notamos que se hace uso de una discretizacién espe-
cial del término de cuarto orden en la ec. (1) (‘positivity
preserving scheme’); este método evita que la solucién se

9 - ANALES AFA Vol. 12

vuelva negativa, atn si el cdlculo se realiza en una grilla
gruesa. Las condiciones de contorno en la direccién «
son de altura fija y derivada cero en £ = 0, L;: h(0,y) =
LA(Lgz,y) = b, hz(0,y) = hz(Lz,y) = 0, donde b es el
espesor del film precursor. En la direccién y usamos:
hy(z,0) = hy(z,Ly) = hyyy(x,0) = hyyy(z, Ly) = 0.
La configuracién inicial es la bien conocida solucién de
onda viajera resultante de las simulaciones 1D [13,14],
cuyo frente ubicamos en zsy = 7, y perturbamos en la
direccién y. Estas perturbaciones modelan las desvia-
ciones respecto del frente recto, tal como pueden ocurrir
en una situacién experlmenta.l Luego, el frente pertur-
bado viene dado por:

N
zp(y) =250 — ) Aicos(2my/N), (2)

i=1

donde A; (< 0.1) es la amplitud del i-ésimo modo, y
Ai = 2Ly /1, esta en concordancia con las condiciones de
contorno. Notamos que el efecto de perturbaciones en
la interaccién fluido-sélido también fue analizada recien-
temente {2,5,19] con el objetivo central de comprender
las inestabilidades para pequefios 4ngulos de inclinacién.
No consideramos aqui esta clase de perturbaciones, y nos
concentramos en los efectos que perturbaciones en la linea
de contacto misma puedan tener en el desarrollo de la in-
estabilidad.

III. RESULTADOS

Esta seccién estd organizada de la siguiente manera.
Primero, presentamos los resultados obtenidos en un do-
minio angosto, donde la linea de contacto es perturbada
por un solo modo. Estudiamos la influencia del dngulo
de inclinacién, en la forma de los patrones, y en la tasa
de crecimiento de éstos para tiempos largos. En segundo
lugar, mostramos los resultados para dominios grandes,
de tamafios comparables a los experimentales, los cuales
permiten un mejor entendimiento de la interaccién no-
lineal de modos. El andlisis de otros aspectos del prob-
lema, tales como perfiles longitudinales y transversales de
los ’dedos’ (o riachos), influencia del espesor del film pre-
cursor en el desarrollo de la inestabilidad, o desarrollo
de la inestabilidad en flujos con volumen constante, se
reportan en otros trabajos [20,21].

A. Evolucién de un solo modo

Las simulaciones en dominios angostos se realizan con
L, = A = 16, comparable con A,,. La Fig. 1 muestra in-
stant4neas de la forma adoptada por la linea de contacto.
Para D = 0 (Fig. la), la perturbacidén inicial desarrolla
un dedo largo caracterizado por lados casi paralelos. A
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medida que D aumenta, los patrones son mucho més an-
chos con lados més y mds oblicuos (Figs. 1b - 1d); esta
tendencia estd de acuerdo con los resultados experimen-
tales {7]. Esto se debe a que la componente normal de
la gravedad genera un derrame lateral més importante a
medida que a decrece. El anAlisis de la evolucién tempo-
ral de estos resultados muestra que, para tiempos cortos,
la longitud de los patrones crece exponencialmente con
una tasa de crecimiento que es funcién de D, cuantita-
tivamente de acuerdo con los resultados del LSA [21].
Para tiempos grandes, la tasa de crecimiento disminuye,
tal como se observa en los experimentos de volumen con-
stante [1'; lamentablemente, las tasas de crecimento no
fueron reportadas en [7], que es la tnica referencia exis-
tente para el caso de flujo constante. Las simulaciones
muestran que el crecimiento se vuelve més lento que ex-
ponencia’; también, de la Fig. 1 puede verse que el crec-
imiento se desacelera para tiempos largos a medida que
D aumenta.

16 =0.5 o
\ \\\\
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FIG. 1. Instantdneas de.la forma de la lfnea de contacto
a intervalos 62 = 5 (tmaz = 85) para el flujo en un plano
vertical (D = 0) {a), y un plano inclinado (D > 0)(b-d).
Usamos b = 0.01, Az = 0.2, Ay = 0.25, L, = 40,y Ao =0.1.
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Con el vbjeto de aclarar los aspectos generales del flujo,
extendemos las simulaciones mostradas en la Fig. 1 a
tiempos muy largos. La Fig. 2 muestra la longitud
L del patrén versus ¢, para distintos valores de D{a).
Para D =: 0, el crecimiento cambia de exponencial a lin-
eal, de acuerdo con el argumento cualitativo dado en [3].
Para D grande, sin embargo, el resultado es muy difer-
ente. Después de un crecimiento exponencial inicial, y un
crecimierto lineal mas lento para tiempos intermedios, el
crecimiernto satura. Como era de esperar, la longitud sat-
urada del patrén es més pequeiia para D grande, ya que el
incremento de D reduce el grado de inestabilidad. Estu-
dios de convergencia adicionales mostraron que el efecto
de saturacién no se ve modificado ante un refinamiento
de la gril:a.
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FIG. 2. Longitud de los patrones emergentes para difer-
entes D’s. El resto de los pardmetros son como en la Fig. 1,
excepto el tamafio de la caja en la direccién z, que es:
L, = 200,200,100,40 para D = 0,0.5,1.0,2.0, respectiva-
mente.

Debe notarse que recientemente [16] otros autores han
reportado resultados numéricos que muestran saturacion
en el crecimiento para el flujo sobre una pared vertical
(D = 0). Nosotros hemos realizado simulaciones adi-
cionales para hallar la razén de la discrepancia con los
resultados reportados aqui. Hay dos diferencias impor-
tantes con nuestras simulaciones: el espesor b del film
precursor, el cual es mucho mayor en {16}, y el tamafio del
dominio computacional en la direccion z. Encontramos
que: (a) mayores valores de b conducen a una desacel-
eracién del crecimiento para tiempos largos, y (b) el uso
de un L, mas pequefio puede modificar el crecimiento,
pues en tal caso sélo una pequeiia porcién del cuerpo
principal del fluido se mantiene dentro del dominio. Mas
detalles sobre este punto se dan en [21].

B. Interaccién no lineal de modos

Tipicamente, los experimentos de laboratorio estan
caracterizados por dominios anchos, mucho mayores que
Am. También, la linea de contacto en ¢ = 0 sufre una per-
turbacién tipo 'ruido blanco’, sin una longitud de onda
caracteristica. Para simular la situacién experimental de
la manera més realfstica posible, realizamos simulaciones
en dominios que se comparan bien con los experimentales,
y modelamos el ruido perturbando la linea de contacto
con un ntimero grande de modos, N, caracterizados por
pequeiias amplitudes distribuidas al azar.

La Fig. 3 muestra la inestabilidad de la linea de con-
tacto para el flujo sobre una pared vertical. La parte
superior muestra instantdneas de la forma de los patrén;
la parte inferior da una visién 3D del fluido a tiempo
grande. Vemos que, en concordancia con el LSA y los ex-
perimentos, las longitudes de onda més cortas desapare-
cen ripidamente, ya que éstas son linealmente estables.
Los A’s emergentes (separacién entre los riachos) son cer-
canos al A, predicho por el LSA. Para tiempos m4s lar-
gos, se forman riachos en forma de dedos, tal como los
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creciente {2,14]. Nétese que los anchos aumentan también
significativamente.

A los efectos de comparar directamente los resulta-
dos computacionales con los experimentales, procede-
mos ahora a modelar una particular situacién experi-
mental. Para ello escogemos el "Fluido B” reportado
en la Ref. {7], por ser éste casi completamente mojante.
Este fluido (80% glicerina en agua) est4 caracterizado
por: densidad p = 1.21 g/cm3, viscosidad cinématica
v = 0.69 cm?/s, y tensién superficial v = 66 dyn/cm.
Los &ngulos que reproducimos aquf son a = 90°, 27.9° y
13.9°. El espesor del fluido lejos de la linea de contacto
no es reportado directamente, sino que se da el nimero
de Reynolds correspondiente, definido como Re = Q/v,
donde @ es el caudal. Esto da h, = (3Rev?/(gsina))'/3,
de modo que obtenemos h, = 0.057, 0.074, 0.092 (cm)
para « = 90°, 27.9°, 13.9°, respectivamente. De esta
manera, podemos calcular los valores de z., t, y D para
estos tres dngulos. Los resultados se muestran en la
Tabla I en la que puede apreciarse que el acuerdo entre
los valores obtenidos de las simulaciones y los experimen-
tales es muy bueno. Este acuerdo muestra que es posi-
ble realizar los cdlculos con valores relativamente grandes
del film precursor (b = 10~2), y atn asf poder obtener
resultados realfsticos, que se comparan muy bien con los
experimentales.

IV. RESUMEN

La principal conclusién de nuestro trabajo es que la
forma due los patrones resultantes de la inestabilidad
de la linea de contacto no estd necesariamente rela-
cionada con la total o parcial cobertura del substrato.
En todas nuestras simulaciones, resulta una cobertura
total de la superficie; sin embargo, la forma de los pa-
trones depende fuertemente del angulo de inclinacién.
Debe notarse que, para clarificar completamente la inter-
relacidn entre las propiedades de mojado y la gravedad,
es necesario un mayor trabajo tanto experimental como
tebrico/computational. Nuestros cdlculos proveen un es-
fuerzo en esa direccién.

la ' D | Ze ' /\aim I /\e:p 1 Wu’m l Wewp l

90° 0 0.15| 1.8+0.4| 20+0.3] 0.8%+0.1]| 0.7+£0.1
27.9° 0.57) 0.21| 3.2+0.4; 3.0+04| 21+0.2| 2002
13.9° 1.34| 0.28| 4.5+ 0.5{ 4.0+0.5{ 3.2+0.2| 3.0+0.3
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TABLE 1. La tabla da dngulos de inclinacién o, el
pardmetro adimensional D, distancia caracteristica calculada,
%, longitud de onda de los patrones obtenida de la simu-
lacién, Asim, longitud de onda medida experimentalmente,
Aezp [7], ancho del patrén obtenido de la simulacién, Wiim,
v anchos medidos experimentalmente, W,z [7]. Los resulta-
dos de las simulaciones muestran el promedio y la desviacién
estdndar; los resultados experimentales dan el promedio y la
incerteza reportada/estimada. Todas las longitudes estdn en
cent{metros.
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