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TRANSICIONES DE FASE CUANTICAS EN GASES DE ELECTRONES
BIDIMENSIONALES ACOPLADOS

H. D. HERCE* Y C. R. PROETTO
Comision Nacional de Energia Atdmica
Centro Atémico Bariloche y Instituto Balseiro
8400 Bariloche, Argentina

Se han estudiado los posibles estados fundamentales de un sistema formado por tres gases de elec-
trones bidimensionales acoplados por la interaccién coulombiana, en el limite de cero tunneling entre
laminas o gases bidimensionales. Se han encontrado seis configuraciones electrénicas diferentes en el
espacio de pardmetros definido por la densidad total y la distancia entre placas, con la configuracién
de menor densidad presentando coherencia espontinea entre ldminas.

The ground state electronic configurations of a sistem of three bidimensional electron gases, coupled
by the exchange interaction, has been determined in the limit of zero tunneling among layers. De-
pending on the total density and the distance among layers, six different ground states are possible,
with the one at the lowest density presenting spontaneous interlayer coherence.

I. INTRODUCCION

Los gases de electrones cuasi-bidimensionales han
recibido una creciente atencién en la dltima década por
parte de los investigadores en fisica del estado sélido,
tanto por sus inmediatas aplicaciones tecnoldgicas, co-
mo por sus ventajas \inicas para la investigacién basical.
En este 1ltimo contexto, estos gases de electrones pueden
ser llevados con relativa facilidad a un régimen donde las
interacciones coulombianas entre los electrones son més
importantes que los efectos de una particula (por ejem-
plo, la energia cinética). Una posibilidad para alcanzar
este régimen de interacciones fuertes, no considerada en
este trabajo, es aplicar un campo magnético importante
(~ varios Toslas) en la direccién perpendicular al plano
dornde resid: el gas de electrones bidimensional. La o-
tra posibilidad, analizada en este trabajo, es disminuir
la densidad del gas de electrones.? En este régimen, el
estado fundamental del sistema es aquel que minimiza
su energia potencial, y es aqui donde pueden encontrarse
configuraciones electrénicas altamente no triviales. Par-
ticularmente atractivos para estos estudios son las con-
figuraciones de varios gases electrénicos acoplados, como
son por ejernplo los sistemas formados por dos o tres
ldminas metalicas.® Sin embargo, mientras que para los
sistemas formados por dos ldminas metélicas acopladas
existe abundante literatura,*® muy poco se conoce sobre
las propiedades de sistemas de tres ldminas, que son el
objeto de la presente contribucién.®’

Una realizacién practica de un sistema de este tipo po-
drian ser tres pozos cudnticos semiconductores de GaAs
separados por barreras de potencial de Al,Ga;_,As. Las
técnicas modernas para crecimiento epitaxial de estas
heteroestructuras permiten controlar las distancia entre
pozos, y la densidad electrénica total. Para esto dltimo,
las muestras pueden ser dopadas con impurezas donoras
a ambos lados de la zona central donde estdn los tres
pozos cudnticos, o ser sometidas a campos eléctricos en
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la direccién z. Es importante resaltar que los electrones
que forman los gases de electrones en cada uno de los po-
zos son libres para moverse en el plano z — y, pero estédn
confinados en la direccién z. El grado de confinamiento
depende de ia altura de las barreras y la distancia entre
pozos; para altura de barreras tipicas (~ 300 meV), se lo-
gra confinamiento total (cero “tunneling”) para distancia
entre pozos de 100 A o mds. La interaccién coulombiana
entre electrones en el mismo pozo (intra) o pozos difer-
entes (inter) puede ser, sin embargo, de mucho mayor
alcance.

II. MODELO, RESULTADOS, Y DISCUSION

El sistema en particular que deseamos estudiar estd
constituido por tres ldminas o placas metéalicas represen-
tando los tres gases de electrones bidimensionales, car-
gadas negativamentes y ubicadas a una distancia 0 y +
d segun el eje z, y otras dos ldminas con una densidad de
carga uniforme (estdtica y positiva) a derecha e izquier-
da de las ldminas centrales, a distancias + h (h > d).
El rol esencial de estas dos ldminas positivas es manten-
er la neutralidad eléctrica del sistema. Suponiendo que
el sistema electrénico corresponde a electrones en el fon-
do de la banda de conduccién de GaAs, y empleando la
aproximacién de la masa efectiva, partimos del siguiente
hamiltoniano de particulas interactuantes,®®

H = Zskc;kscjka -t Z (ch,Cjzks + C;2kgcj1k8) (1)
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En esta ecuacién, c;-ks (cjks) representa un operador
de creacién (destruccién) de un electrén en la ldmina j
( = 1,2,3), con impulso k y espin s (1 o | ). El hamil-
toniano presenta cinco términos, cada uno de ellos rep-
resentando diferentes procesos fisicos. El primero cor-
responde a la energia cinética de los electrones en cada
una de las l4minas, con & = h?k?/2m* ( m* es la masa
efectiva del semiconductor en cuestién). El segundo rep-
resenta el “tunneling” cudntico de electrones entre difer-
entes laminas, con una amplitud de salto (“hopping”)
parametrizada por ¢. Los tres ultimos términos corre-
sponden respectivamente, a la interaccién ién-electrén,
i6n-ién, y electrén-electrén. p, (a = F, B) corresponde
a la densidad de carga positiva de las dos laminas u-
bicadas a derecha e izquierda del pozo triple; el sis-
tema satisface una condicién de neutralidad global, V =
ny + ng + n3 = pg + pr, donde N representa la densi-
dad de carga total (negativa o positiva) y n; (j = 1,2,3)
son las densidades electrénicas de cada una de las tres
léminas electrénicas. Por iltimo Vij(q) = #&e™9%s,
con dij = 0,% d,% h; € es la constante dieléctrica del
semiconductor en cuestién (~ 10 para GaAs).

Para tratar el problema de muchos cuerpos represen-
tado por el quinto término, resulta conveniente reahzar
una transformacién canénica del hamiltoniano,® segiin
las siguientes ecuaciones,

+VEcos (8) sin (8) ch,

b, = ~ 5 sin(6) ™™ c{ks +cos (8) chy, 5
' 1 id ( )
+zsin(6)e csks J
. - 0 0
ek, = sin’ (§) 7% ey, — V2cos () sin (§) cli,

+cos? (£) e C:Taks .
Esta transformacién candnica tiene la siguiente inter-
pretacién: los indices de ldmina j (= 1,2, 3) pueden con-
siderarse en forma equivalente como las tres componentes
de un pseudo-espin con modulo o pseudo-espin total igual
a la unidad (triplete). En el lenguaje de pseudo-espines,
un electrén localizado en las ldminas 1, 2, 0 3 corresponde
a que la componente segin 2 del pseudo-espin tenga val-
ores +1, 0, y -1, respectivamente. Esto corresponderia al
caso ¢ = @ = 0 en la Ec. 2. Ahora bien, una vez que
el problema ha sido planteado en términos de pseudo-
espines surge en forma natural la pregunta sobre en qué
direccién en el espacio de pseudo-espines debe apuntar
el vector pseudo-espin total. La transformacién canénica
representada por la Ec. 2 es simplemente entonces la
rotacién mas general posible en este espacio de Hilbert
tridimensional de pseudo-espin, parametrizada por los
4ngulos 6 y ¢. Estos dos dngulos pueden ser consider-
ados como pardametros variacionales, a ser determinados
a posteriori via una minimizacién de la energia total del
sistema. Para ¢ = 8 = 0, la base representada por los

164 - ANALES AFA Vol. 12

operadores af ,, bf.. y ¢l coincide con la base represen-

tada por c{ks, c;ks y cgks; para ¢, pero particularmente
para 6 # 0, los operadores de la izquierda representan es-
tados donde los electrones poseen una probabilidad finita
de estar en cualquiera de las tres laminas metdlicas. U-
na vez que el Hamiltoniano ha sido reescrito en la base
de operadores de pseudo-espin, se ha tratado al mismo
en la aproximacién de Hartree-Fock, reteniendo términos
bilineales diagonales en el indice pseudo-espin. Se ha I-
legado asi a la siguiente expresién para la energia del
estado fundamental, por unidad de area

Eo = czn + go SOX—-intra + 56\”
donde
gcm — l’10 ng‘s’
EH = 2’”3 ¢ {ns(ng + ne) + 2ngn.

+ sin? [(na — nc)2 + 2n} — np(na +ne)] /2
~sin* 8 (N - 3n2)* /8}

g intre = __1__ ZV“ (Taas + Ices + Tobs)
202
53( = —2-21:[/9 E(Vm - ‘/11)( aas+ QIbbh + [ccc 2Iabs -
—sint4 < [§(Viz = Vi1) = Via + Vip ) x

2L. Ly pvd
(Iaas + 4Ibbs + Iccs + 2Iacs - 41{:65‘ h 4chs)/2-
3)

En la expresidn anterior, na = 3. Tas, Nas =
s

st(aisaks)/LmLy, vo = m*/7h?, d es la distancia
desde la lamina central hacia las dos ldminas laterales,
supuestas equidistantes, y

Iogs (q) = kos — IK + ‘1/2[) ) (4)

xe(k,ﬁs - lK - cl/2l) )

donde kos corresponde al vector de onda de Fermi del
pseudo-espin a (a= a, b, ¢} , espin s y ©(z) es la funcién
escalén de Heaviside. La Ec. (3) es el resultado clave
de este trabajo, y en el espacio remanente analizaremos
sus consecuencias. La funcién & depende en principio
de ocho variables : las seis densidades 1,4, ¥ los z’mgulos
¢ y'6. Sin embargo, en ausencia de tunneling & es in-
dependiente de ¢, y ademaés la condicién de neutralidad
nos permite eliminar una de las densidades. En estas
condiciones, se ha minimizado la energia £; con respecto
a seis variables, construyendo as{ un diagrama de fases
en el plano 7y, d que se muestra en la Fig.1.

Empleando una combinacién de técnicas analfticas y
numéricas, se ha determinado que el sistema presenta
seis estados fundamentales caracterizados segiin sus ocu-
paciones ny, y €l valor de 6:

l) F1: Nat = Mg} = Mep = N} = 0, Npt = 1\’, Npy, =
0,8 = n/2. En el limite r, > 1 de hajas densidades,
predomina el término de intercambio, que se maximiza
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(en valor absoluto) colocando a todos los electrones con
el mismo valor de pseudo-espin (@ = b) y de espin (1 o
b

ii) F2: Mgt = Nt = N/2, Mgl = Npt = Np| = N¢y = 0,
# = 0. Al aumentar la densidad, el sistema minimiza su
energia perdiendo su polarizacién en pseudo-espin, pero
manteniendo su polarizacién en espin.

111) F3: Ngt = Ngy > Nt # 0, Nyt = Np, = N¢y = 0,
6 = 0. Continuando con el proceso de aumentar la
densidad electrdénica, el sistema prefiere una configu-
racién hibrida paramagnética - ferromagnética en sus dos
ldminas laterales, manteniendo vacia la ldmina central.

iv) F4: na,e =ngy = nep =neyp = NJ4, npr =npy, =0,
6 = 0. El sistema adopta una configuracién paramag-
nética en sus dos ldminas laterales.

V) F5: Myt = Mgy = Net = Ney > Npt ;é 0, Ny, = 0,
8 = 0. Comienza a ocuparse la ldmina central, en una
configuracién ferromagnética.

vi) F6: ngp = Ngy = Ngp =Ny > Nppr =Ny, > 0, 8 =
0. La lamina central se ocupa en forma paramagnética,
aunque manteniendo una ocupacién menor que las dos
ldminas laterales.

0.5} fg
0 0.1 02 . 03 04 0.5
d/ao
FIG. 1. Diagrama de fases en el espacio r,, d, con

rs = 1/aj/7N, a§ = eh?/m*e?® representando el radio de
Bohr efectivo (~ 100 A para GaAs). Una densidad tipica de
N =10 /em? corresponde a un 5 = 1.8. La linea de trazos
corresponde a un cdlculo donde se ha tomado ¢ =8 = 0. La
explicacién de las configuraciones F1-F6 se da en el texto.

Uno de los resultados mas interesantes de este traba-
jo consiste en la existencia de la configuracién F'1, con
8 = w/2. La condicién precisa de esta situacién es que
<C;lk5Cjzk3> # 0, con j1 # jo, aun en ausencia de tun-
neling. En palabras, esto significa que aunque el tunnel-
ing es nulo, el sistema prefiere una configuracién donde
los electrones no estan localizados en ninguna placa en
particular, para optimizar la disminucién de su energia
de intercambio. Esta situacién ha sido denominada co-
mo Coherencia Esponténea entre Laminas, y es un e-
fecto puramente cudntico. Mads alld de estos resultados
numéricos, el diagrama de fases obtenido también ad-
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mite una explicacién cualitativa. Por ejemplo, la fase de
bajas densidades se estabiliza por la interaccién de inter-
cambio intra-ldmina, que presenta la menor potencia en
funcién de la densidad por componente (n3/?).1% Al au-
mentar la densidad, comienzan a cobrar importancia los
términos asociados a la energia cinética y la energia de
Hartree. El primero depende en la forma cuadratica de
las densidades de cada una de las componentes (n2,), y se
minimiza con una distribucién idéntica para cada una de
las componentes. El término de Hartree también presen-
ta una dependencia cuadritica, pero con respecto a las
densidades por pseudo-espin (n?), independientemente
del valor del espin. Se minimiza colocando a todos los
electrones con pseudo-espin a = b, § = 7/2 o colocando
mitad de los electrones con pseudo-espin a = a, la otra
mitad con pseudo-espin & = ¢y § = 0. En base a es-
tas consideraciones cualitativas es posible entender todas
las transiciones encontradas. Por ejemplo, la transicién
F1 — F2 es el resultado de que al aumentar la densi-
dad la energia cinética tiende a ocupar el mayor nimero
de componentes posibles, compatibles con la energia de
Hartree.

Como un ejemplo mas concreto de estas considera-
ciones, mostraremos ahora cémo pueden obtenerse solu-
ciones analiticas en ciertos casos limites. .

a) d = 0. El colapso de las tres 1dminas en el mismo lu-.
gar del espacio simplifica notablemente la expresién para
&o, que se reduce a

nis 8e? 3/2
L (d=0)=) Vo 3 menar ) (5)

Siguiendo el anilisis de la Ref. 5, puede demostrarse
que para d = 0, si hay p componentes con ocupacién no
nula, las mismas estdn igualmente ocupadas, y ademds
que la densidad critica a la cual se produce la transi-
cién de una configuracién con p componentes ocupadas
a otra con p + 1 componentes ocupadas viene dada por
r(p,p+ 1) = 3x(1//F + 1/v/p + 1)/8. De aqui obten-
emos facilmente r0(1,2) ~ 2.011, r{”(2,3) ~ 1.513,
r0(3,4) ~ 1.269, r{¥(4,5) ~ 1.116, r9(5,6) ~ 1.008.
Es inmediato chequear que las transiciones obtenidas
para d = 0 en la Fig. 1 coinciden exactamente con estos
valores analiticos.

b) d = co. El limite opuesto de laminas infinitamente
alejadas también es sencillo de analizar. En este caso,
la dependencia lineal con d que presenta la energia de
Hartree la convierte en el término dominante,

& (d = o0) = —2—":’—21 {ns(na + nc) + 2nen,
+5in? 0 [(nq — ne)? + 2n2 — ny(ng + ne)l /2 (6)
—sin® 0 [+(ng + nc)? + 4n? — dny(na + nc)] /8}.

Para # = 0, la minimizacién de &£ (d — oo0) con re-
specto a n, y n. (ny puede eliminarse recordando que
ny = N —ng—n,.) produce n, = n, = N/2,n, = 0. El val-
or de la energia de Hartree en este minimo es —me?dN?/e
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.Si por el contrario suponemos 8 = 7/2, una nueva mini-
mizacién produce n, = n, = 0, ny, = N;la energia de esta
configuracién es nuevamente —me?dN?/e . Puesto que en
el limite d — oo las configuraciones F'1 y F2 son degen-
eradas, la frontera entre ambas configuraciones debe ser
una linea horizontal en la Fig. 1. Mientras que no es ob-
vio que esto ocurra de los resultados que alli se muestran,
hemos chequeado que incrementando d (d ~ 100 nm) es-
to sucede. El mismo anélisis demuestra que para d = oo
la energia de Hartree de las configuraciones F'2 y F'4 son
degeneradas entre si, de manera que su frontera debe ser
también una linea horizontal, como puede observarse en
la Fig. 1.

¢) r, = 0. El limite de densidades altas también admite
una solucién analitica no-trivial. Este es un limite es-
encialmente no-interactuante, donde los Ginicos términos
que sobreviven de la Ec. (3) son la energia cinética y
de Hartree, merced a su dependencia cuadritica en la
densidad. Asi,

2me?d

2
Eo (rs 5 0) > Y % - [n6(na + ne) + 2nane] .

(7

En base a lo determinado en la Fig. 1 en el limite de altas
densidades, la configuracién F'6 corresponde a ny = n3 =
N(1+¢/2)/3, ng = N(1 - ¢)/3, con ¢ un pardmetro a
determinar. Reemplazando estas ocupaciones en la Ec.
(7), y minimizando con respecto a {, obtenemos

@ = (1+38) ®

Por ejemplo, {min(d — 00) — 1, de manera que cuando
las placas estdn muy alejadas, n; = ng - N/2, ny — 0.
En forma anéloga, {;min(d — 0) — 0, de manera que aquf
ni, n2, n3 = N/3. Este resultado es coincidente con el
resultado encontrado mas arriba para d = 0.

III. CONCLUSIONES

Se han analizado los posibles estados fundamentales
de tres gases de electrones bidimensionales acoplados, en
una aproximacion tipo Hartree-Fock, en ausencia de tun-
neling entre placas. Se ha construido un diagrama de fas-
es en el espacio de pardmetros densidad total vs distancia
entre pozos, que se pueden controlar con facilidad en la
configuracién experimental tipica. El diagrama de fas-
es presenta seis estados fundamentales diferentes, desde
un estado con un solo estado de pseudo-espin y de es-
pin ocupado, a bajas densidades, hasta un estado con los
tres estados de pseudo-espin y los dos estados de. espin
ocupados, a altas densidades. La fase de bajas densi-
dades presenta coherencia espontinea entre ldminas, aiin
en ausencia de tunneling. Este es un efecto puramente
cuéntico, con origen en la interaccién de intercambio en-
tre ldminas.
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® Debe destacarse que esta transformacién canénica es ex-
acta, en el sentido que el hamiltonianc escrito ea la base
de las ldminas es completamente equiva'ente al hamiltoni-
ano escrito en la base de pseudo-espines. Sin embargo, esta
idltima versién del hamiltoniano es la mds adecuada para
realizar la aproximacién de Hartree-Fock subsecuente.

1% Se entiende por componente un valor pasticular de la com-
binacién as; puesto que hay tres valores posibles de o y
dos de s, el sistema poseee seis componentes.
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