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En este trabajo calculamos el Maximo exponente de Lyapunov de los fragmentos resultantes de
las simulaciones de fragmentacién de gotas excitadas de Lennard-Jones en 3D. Mostramos que la
dependencia del MLE con la masa puede entenderse como un término de volumen mas correcciones
por efectos de superficie. Usando esta informacién calculamos el MLE de la gota y sus fluctuaciones
en términos del MLE de sus fragmentos. El MLE asi calculado muestra excelente acuerdo con el
calculado con los algoritmos habituales y las fluctuaciones del MLE muestran un subito incremento
para aquella energla de excitacidén en la cual el espectro asintético de masas es una ley de potencias
("power-law”).

We calculate the Maximal Lyapunov exponent (MLE) of the fragments resulting from simulations
of the break up of excited 3D Lennard-Jones drops. We show that their dependence with mass can
be traced to bulk effects plus surface corrections. Using this information we calculate the MLE of
the drop and the fluctuations of the MLE. The MLE so calculated is in agreement with the usual
methods to calculate it and it show us the role played by the biggest fragment. The fluctuations
of the MLE displays a sudden increase for that excitation energy which produces a power law like

asymptotic distribution of fragments.
I. INTRODUCCION

El proceso mediante el cual un sistema finito altamente
excitado desarrolla un flujo colectivo radial y se separa en
un set de clusters o fragmentos no interactuantes entre si
es llamado multifragmentacién. Esta clase de fendmenos
aparece en diferentes areas de la fisica ( como por ejem-
plo la fragmentacién de fluidos comprimidos al atravesar
toberas, formacién y expulsién de fragmentos de super-
ficles en experimentos de sputtering [1] y de depdsito de
clusters para la sintesis de nano-superficies {2], colisiones
de agregados con superficies [3], colisiones nucleares a
energfas intermedias [4] y muchos otros [5].

En Fisica Nuclear tal clase de feudmenos, esto es mul-
tifragmentacién en colisiones de nucleos pesados a en-
ergias intermedias, ha disparado la busqueda de una,
aun no confirmada, transicién de fase. La posibilidad
de una transicién de fase para sistemas finitos, desde un
estado cuasi-sélido a uno cuasi-liquido ha sido encontrada
y pudo ser relacionada a la usual sélido-liquido para sis-
temas infinitos [6]. Esto puede ser facilmente entendido
pues a pequefias excitaciones, cuando la citada transicién
tiene lugar, el sistema estd autocontenido y puede desar-
rollar correlaciones del tipo cinéticas. La caracterizacidn
del proceso de fragmentacién ha sido, en cambio, mas
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elusivo.

Pasos irnportantes en esta direccién han sido dados,
por ejemplo, con el calculo de la curva caldrica exten-
dida, que describe el comportamiento de la temperatura
del sistema al momento de la fragmentacidn 7], [8] (de
aqui en adelante referidos como 1); con el cédlculo de los
exponentes de Lyapunov globales [9], con el de entropias
generalizadas y dimensiones fractales [10], y de diferentes
sehales de criticalidad [11], etc.

Estos sistemas finitos presentan una evolucidn muy
fuera del equilibrio, ya que inicialluente presentan
una temperatura mayor a la que pueden sostener sin
romperse, y por lo tanto su evolucién estd caracterizada
por el desarrollo de un modo colectivo de expansidon y una
posterior fragmentacion del sistema en un set de fragmen-
tos no interactuantes entre si. Esta etapa se denomina
etapa asintética y es la que analizamos en este trabajo.

La dinamica de estos sistemas en el espacio de fases
responde a ecuaciones de evolucién no lineales. Una
marnera de caracterizar dicha dindmica es calculando el
maximo exponente de Lyapunov (MLE), el cual es una
medida de la sensibilidad del sistema a las condiciones ini-
ciales y da una idea de la velocidad a la cual el mismo ex-
plora el espacio de fases accesible. Dadas dos condiciones
iniciales muy cercanas en el espacio de fases, el MLE es
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definido como A = d_(lfj%%

espacio de fases entre las correspondientes trayectorias.
El MLE es positivo para trayectorias cadticas.

En particular, en este trabajo analizamos la depen-
dencia del méximo exponente de Lyapunov con la masa
de los fragmentos asintéticos para un sisterna de 147
particulas que interactian mediante un potencial de
Lennard- Jones. Este mimero (147) presenta la particu-
laridad que en el “ground-state” el sistema es capa cer-
rada y por lo tanto presenta propiedades de estabilidad
a bajas energias de excitacion que no las tienen sistemas
cuyo niimero de componentes no es capa cerrada.

A partir de estos resultados expresamos el MLE del sis-
tema total en términos del MLE de sus fragmentos. Esto
nos permitid interpretar la dependencia del MLE en la
etapa asintStica con la energia de excitacién, conocido el
espectro de masas asintético para cada energia analizada.

Motivados por la existencia de sefiales de criticalidad
{ver 1), y a partir de la dependencia del MLE con la
masa, calculamos de una manera muy sencilla las fluc-
tuaciones del MLE como funcién de la energia de ex-
citacién. Encontramos que dichas fluctuaciones tienen
un comportamiento caracteristico a aquella energia a la
cual el espectro de masas asintético es del tipo ley de
potencias (" power-law”)}. Este tipo de espectro de masas
es asociado a la existencia de una transicién de fase de
segundo orden [12].

En la siguientes secciones describiremos el modelo uti-
lizado, detallaremos el analisis de la etapa asintotica en
la fragmentacion de estos sistemas y discutiremos los re-
sultados obtenidos.

(1), donde d es la distancia en el

II. MODELO UTILIZADO

Eun este trabajo estudiamos la fragmentacion de gotas
de Lennard-Jones en 3D excitadas. El potencial de inter-
accién de dos cuerpos usado es un Lennard- Jones (6-12)
truncado:

0 r>re
(1)

Tomamos el radio de ”cut-off” comoe r. = 3¢. La En-
ergia y la distancia son medidas en unidades del pozo de
potencial (¢) y la distancia a la cual el potencial cambia
de signo (o), respectivamente. La unidad de tiempo es

";’8':‘. Usamos el algoritmo de las velocidades de

Verlet para integrar las ecuaciones cldsicas de movimiento
[13], tomando t;e. = 0.001%p como paso de integracién.
Como resultado de esto la energia se conservé con una
precisién de una parte en un millén.

En este trabajo tomamos
las configuraciones asintdticas de evoluciones hechas en
las explosiones de las gotas de 147 particulas. De cada

to =
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energia realizamos por lo menos 100 evoluciones durante
las cuales los fragmentos solo evaporan a lo sumo alguna
particula. El rango de energias estudiado corresponde
al régimen de fragmentacién que va desde £ = —2.8¢
a E = +3.0¢, siendo la energia del "ground state” de
E = —5.8¢. La energia de excitacidn en este régimen se
refleja en la forma del espectro asintético de masas: a
E = —2.8¢ el espectro es en forma de U (" U-shaped”),
ya que el sistema solo evapora unos pocos mondmeros o
dimeros. A E = +0.5¢, el espectro de masas presenta
fragmentos de todos los tamafios y es del tipo ”power-
law”; mientras que a E = +3.0¢, el espectro estd princi-
palmente dominado por fragmentos pequefios.

III. DESARROLLO Y RESULTADOS OBTENIDOS

Como adelantamos en la introduccidén, nuestro primer
objetivo es analizar la dependencia del MLE con las
masas de los fragmentos. Para eso calculamos el MLE
de los fragmentos a su temnperatura limite, esto es, a
la méxima temperatura que puede alcanzar un sistema
pequeiio sin entrar en el régimen de fragmentacién. Ha
sido mostrado en I que los fragmentos asintéticos en un
proceso de fragmentacién alcanzan una temperatura que
no depende de la excitacién inicial del sistema, esta es
la llamada ” Temperatura Limite” Ty, . Los fragmen-
tos entonces formados son lo suficientemente estables de
manera de desarrollar correlaciones del tipo cinéticas.

Como dijimos, el maximo exponente de Lyapunov
(MLE) caracteriza la velocidad a la cual el sistema ex-
plora el espacio de fases. Para calcular el MLE, gener-
amos a t = () un set de configuraciones las cuales difieren
unas de otras en una pequefia cantidad dg en el espacio
de las velocidades. Siguiendo [9] definimos una distancia
entre trayectorias d(t) como:

N 1/2
d(t) = <Z[a(l‘1(t) —r2(t))* + b(p1(2)) — Pz(t))zli)

i=1
)

donde r y p se refieren a las posiciones y momentos de
las N particulas a tiempo ¢t. Los indices ‘1’ y '2 indican
las dos trayectorias que difieren a tiempot = 0 en dp. a
y b son dos pardmetros arbitrarios los cuales expresan el
hecho que los MLE son independientes de la métrica par-
ticular usada en el espacio de fases. Para el propdsito de
este trabajo usamos @ = 0y b = 1/m donde m es la masa
de las particulas, y por lo tanto, la distancia es solo en el
espacio de las velocidades. Si calculamos numéricamente
la evolucién temporal de d(t) resolviendo las equaciones
de movimiento (EDM), observamos un crecimiento ex-
ponencial seguido por una saturacién en el espacio de
las velocidades [9,10]. Esta saturacidén toma lugar para
t >> A7l permitiendo un calculo apropiado para Apmaz.
La distancia de saturacién d;,s nos brinda informacién
acerca del espacio de fases accesible por el sistema.
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Para realizar los cdlculos tomamos las configuraciones
generadas a partir de las explosiones como explicamos
en la seccidén anterior en el rango de energias detallado,
y resolvemos las EDM para tiempos suficientemente lar-
gos como para los fragmentos desarrollen correlaciones
del tipo cinéticas. Entonces clasificamos los clusters
de acucrdo a su masa y calculamos el MLE para cada
tarnano. El MLE resultante se muestra en la figura 1.
Se observar que el MLE puede fitearse muy bien por la
expresion:

A=a(l - N3 (3)
con a=0.592 o
A= @ (NN
- N

Al primer término lo Hlamnamos término de volumen y
representa el exponente de Lyapunov que tendria el bulk
a esa temperatura; y al segundo término lo llamainos
término de superficie y es el que tiene en cuenta los
efectos de tener una superficie libre. Esta dependencia
funcional, que puede observarse en la figura 1, fue en-
contrada en otros sistemas diferentes previamente { [16],
7).

mie=1 $963-0.6252'mN-173)

p s — 1
0.0 250 50.0 750 100.0 1250 150.0
masa

FIG. 1. Dependencia del MLE con la masa para clusters a
7‘777&1‘

Partiendo de la ec.l y como desde t=0 la gota esta for-
mada por fragmentos que no interactian entre si , pode-
mos expresar (1) como:

Netust ™5

dr147=\jzz Z 2)—

i=1 1=l a=z,y,?

£ @

donde Ny, es el nimero de clusters o fragmentos del
sistema y n; es la cantidad de particulas del cluster 73",
Puede observarse que la sumna interior de (3) representa

la distancia al cuadrado en el espacio de velocidades del
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fragmento de n; particulas. Por lo tanto y como cada
cluster es una gota liquida muy caliente (Su temperatura
es Tiim ) en su maximo estado de caoticidad, la distancia
en el espacio de fases diverge exponencialinemte y la ve-
locidad promedio de dicha divergencia exponencial A,
puede obtenerse de la relacién (1).

De esta manera podemos reexpresar {3) como:

Llun

Z [dJeJ] (5)

Como la distancia inicial en el espacio de las veloci-
dades, dy, la construimos separando las velocidades de
las trayectorias de cada particula por ¢.10~% donde ”¢” es
un nimero generado al azar con una distribucién plana.

Entonces, usando que dg >~ ¢.nj, (4) quedaria:

dria7 =

Nclu:t

Z c?.(n;)?.e2 At (6)

i=1

dria7 =

Como primer paso, nos dedicamos a cotejar la validez
de (5). Para eso hicimos evoluciones de Dindmica Molec-
ular (MD) en las cuales calculamos el Aj47 ¥y el X de
cada uno de los clusters. Estos ultimos valores (el
A de cada particula) los reemplazamos en (5) y hace-
mos una evolucidn temporal de dicha expresidn, cuyo
grafico en funcidn del tiempo lo fiteamos con una ex-
ponencial. Al valor asi obtenido de Ay47 lo llamamos
(Aa7)estim para diferenciarlo del valor calculado en las
evoluciones de MD. En todas las configuraciones anal-
izadas (A1a7)estim = (A147)catc con un error menor al 1%.
lo cual establece la validez de (5).

Luego reemplazamos en (5) los valores de Ay calcula-
dos con (1) (que son basicamente los valores medios de
los exponentes de cada cluster) y no los calculados es-
pecificamente para cada evolucidu), y recalculamos asi el
(’\147)estim~

Se comprobd que el (Aja7)estim = (A147)catc cuando el
A del fragmento mas grande calculado para una determi-
nada evolucién coincidia con el extraido de (1) (que es
un A prormtedio).

De este resultado podemos sacar dos conclusiones:
que el exponente \j47 esta determninado casi exclusiva-
mente por el exponente del fragmento mas grande y
que (Aj47)estim puede diferir del exponeunte calculado
{A147)catc en la misma medida que de una serie de medi-
ciones similares, una de ellas difiera de su valor medio.

En el grifico de la figura 2 puede observarse la comn-
paracidn entre ambas magnitudes y su dependencia con
la energia de excitacién.
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FIG. 2. MLE estimado.con (5)y MLE calculado en funcidén
de la energia .

Puede observarse que los graficos son préacticamente
iguales en el rango entre £ = —1.0¢ £ = +4.0¢. La
diferencia entre ambos es del orden del 1,5%. Para E <
—1.0¢ la diferencia entre ambos se incrementa un poco
hasta llegar al 7% para E = ~2.4¢. -

Nétese que las curvas empiezan a diferir para energias
menores a £ = —2.0¢, que es cuando la gota estd a una
temperatura inferior a T, y por lo tanto carece de
validez la expresién (1.1) {era para fragmentos a Tp,qz)

A, Fluct'ulaciones del MLE aéintético.

A partir de las sefiales de criticalidad observadas en [7)
para E = 40.5¢ nos movimos también en la direccién de
encontrar otras sefiales de comportamiento critico.

En dicho trabajo se observa, entre ‘otras sefiales de
criticalidad, que las fluctuaciones de masa de] fragmento
mas grande del espectro tienen un mdximo a la energia
citada. Dado que anteriormente encontramos que el ex-
ponente de Lyapunov del sistema, X147, depende casi ex-
clusivamente del exponente del fragmento mas grande,
entonces nos propusimos investigar el comportamiento
de las fluctuaciones del Aj47, esto es, como depende
< AAjg7 > de la energia.

“Calculado el A147 para 100 configuraciones de cada en-
ergia, usando las expresiones (1) y (5), calculamos las
fluctuaciones < (AAj47 > como: =~

VXS <N >?)
<A>

(7)

< Ahygr >=

En la figura 3 puede observarse la dependencia de las
fluctuaciones con la energia.
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FIG. 3. Fluctuaciones del MLE calculadas'en funcidn de la

energia.

Puede verse como presentan un brusco incremento a
E=+40.5, la energia donde el sistema tendria un compor-
tamiento critico.

Podemos entender mejor este grafico observando el que
nos muestra la masa del fragmento mas grande en funcién
de la energia en la figura 4 y el correspondiente de la
figura (1) (A vs masa). ’

140 |-

120

8 8

masa tragm. + grande
2

20

o-Z .0 -;.S ~1l.0 -4;.5 OfO 65 1 TO 11.5 ?:0 2..5 3.0
energia
FIG. 4. Masa del fragmento mas grande en funcién de la
energia ’

Podemos observar ahora que en la regién de bajas en-
ergias (entre. E = ~2.8¢ y E = —0.5¢), donde las fluc-
tuaciones son mas pequefias, el sistema estd formado
basicamente por un fragmento muy grande (entre 80 y
142 particulas). Si miramos ahora el grafico de la figura
1, se observa que en’lazona de N grandes, variaciones im-
portantes de la masa se corresponden con pequeiias varia-
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ciones del A, mientras que para N cada vez mas pequefios,
pequetias variaciones en la masa se coneaponderan con’
grandes variaciones de A.

Para £ = +0.5¢, las variaciones en la masa del frafr-
mento mas grande son maximas y alrededor de N =40
particulas, que en el grafico de la fig.1 se corresponden
con fluctuaciones en el A mas grandes que antes. Para
energfas mayores que F = +42.0¢, las fluctuaciones en

el fragmento de masa son pequenas, pero centradas en
N ~ '115 particulas lo cual, observando el grafico de la

flgum 1, se corresponden con fuertes variaciones en el A,

que es 10 que provoca que las fluctuaciones en dicho A se
sigan incrementando a medida que aumenta la energia.
A la luz de los comportamientos descriptos, puede ob-

servarse que las fluctuaciones son amplificadas cuando el

estado asintdtico del sistema es una mezcla de fragmentos

de todos los tamarfios, esto es, distribucién de fragmentos-

“tipo power law” y por lo tanto tenemos también una
sefial de criticalidad que se agrega a las ya halladas en.el
analisis de este tipo de sistemas.

IV. CONCLUSIONES *

A partir de analizar las explosiones de estas' gotas de.
147 particulas, hemos encontrado una relacién muy sen-
cilla para expresar el MLE de los fragmentos resultantes:
un término de volumen mas correccién por efectos finitos.
Esto fue tomado como punto de partida para corroborar
que el MLE del sistema en su etapa asintdtica puede ex-
presarse en términos del MLE de sus fragmentos a partir

de una relacién propuesta en el texto. Este resultado fue

corroborado con las formas usuales de calcular el MLE v

ademas usado para calcular de una manera muy sencilla

las fluctuaciones del MLE como funcién de la energia de

excitacién. Encontramos que dichas fluctuaciones pre-

sentan un subito incremento para la energla d la cual -

han mdo encontradas otras ciertas sefiales de criticalidad
e indica que en ese caso el sistemna presenta fxagmentos
de todos los tamadfios. :
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