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Se estudia la toma de nutrientes por raices de cultivos mediante un modelo de frontera movil. Se obtienen
soluciones aplicando el método del balance integral. También se encuentra una solucién mediante el método de
inmevilizacion de dominio y la subsigniente aplicacion del método de diferencias finitas. Ambas soluciones se
implementan en algoritmos Fortran los cuales se aplican al calculo de toma de K, Mg y P por raices de plantines de
pino (Kelly, 1992). Los resultados de ambos célculos se comparan mostrando que el método del balance integral
produce una mejor aproximacion y para algunos nutrientes el método de diferencias finitas proporciona resultados

similares.

The nutrient uptake by roots of crops through a moving boundary model is studied. Solutions through the integral
balance method are obtained. Also, a solution through the front-fixing method and the application of finite
difference method is obtained. Both solutions are implemented in Fortran algorithms. These solutions are applied
jor to compute the K, Mg and P uptake by seediings pine. The results of both calculus are compared and shown that
tbe integral balance method give us better approximations and for some nutrients the finite difference methods give

us sumilar results
Introduceion

La toma de nutrientes ha sido evaluada a través de
modelos de difusion y de flujo masal los cudles se basan
en aproximaciones numeéricas en dominios fijos de
ecuaciones diferenciales de transporte en suelo acopladas
con cinéticas de absorciéon por raices"?. Estos modeclos
estiman la concentracion de nutriente en la interfase raiz-
suclo y la toma de nutricnte resuiltante. Otros modelos
suponen Ja superficie de 1a raiz comportdndose como un
sumidero, por consiguiente la toma de nutriente se
determina por la tasa de nutriente suplida en la superficie
de 1a raiz por flujo masal y difusién. En estos modclos,
¢l radio del volumen de suelo cilindrico finito asignado a
cada raiz disminuye cuando la densidad de raices se
incrementa™>. En otros modclos, se usaron soluciones
analiticas™ para calcular ¢l volumen de suclo asignado a
cada raiz v la concentracion en la superficie de la raiz
incluyendo una zona de deplexién que aumenta con el
tiempo saivo que sea alcanzado el limite de no-
transferencia®. Recientemente, se han formulado
modelos de frontera libre para crecimiento de raices®™®,
esto es, modelos analiticos a través de los cuales es
posible medir la concentracion de nutriente en la
interfase raiz-suelo y estimar cualitativamente la ley de
crecimiento de la raiz (una funcion del tiempo, a priori,
desconocida). Este hecho permite postular un nuevo
modele de toma de nutriente debido al transporte y
absorcion de iones desde un punto de vista mas dinamico
Este modelo difiere de los previos, en que el ritmo de
crecimiento de la raiz, ahora se introduce como una
funciéon conocida del tiempo, lo mismo que en el modelo
de Barber-Cushman. Asi, el objctivo de este trabajo es
evaluar un modelo de frontera movil para la toma de
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nutriente, el cudl tiene en cuenta la competencia
crecicnte de las raices. Se considera un modelo
unidimensional, esto es, una sola raiz cilindrica en un
suelo donde se supone que las condiciones de humedad,
luz y temperatura estdn controladas (como en una cimara
de siembra). Con estas hipétesis, se propone el siguiente
modelo de toma de nutriente a través de un modelo de
frontera moévil a una fase (el suclo) en coordenadas
cilindricas®'?;

&*C Jlac_ac
P P T5 =2 (1-2)
s, <r<R(1), 0<t<T
C(r,0) = (1), s, <T<R, (1-b)
—DbQC(R(t) ) +v,CR(1),t) =0
6[' > ) bl » (l-C)
0<t<T
b2 6,0 +.Cl0,0 = IS
1+—“—--——;1——“- (1-d)
0<t<T
/ 1
R(=R, [ T 1
(t) i’ O<t< (1-e)

donde r es la distancia radial desde el ¢je de la raiz [m}]; t
es el tiempo [s]; T es el tiempo maximo para el cual
existe solucion {s]; C, es la concentracién umbral [mol

m.s]; v, s la velocidad efectiva del flujo solucidén sobre la
raiz (m s']; b es el poder buffer; D es el coeficiente de
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difusion efcctivo [m* s7]; k, (= J, / Ky ¢s el poder de
absorcién de nutriente fm s, J, es el influjo mAximo
[mol m? 57'}; Ky, ¢s la concentracién a la cual ¢l influjo
es I/2 [mol m™); R(1) es la semidistancia entre ¢jes de
raices Jim]: @ es el perfil de concentraciones inicial en
[So, Ro] [ml m’}); R, es la semidistancia inicial entre
ejes de raices [mj; s, es el radio inicial de la raiz [m];
I(t) longitud de raiz al tiempo t [m]; 1, ¢s la longitud
inicial de la raiz [m]. e, =v_, /Db [parametro
adimensional]. La eccunacién (I1-a) es la ecuacion de
transporte de iones en suelo y la condicion (1-b)
corresponde al perfil de concentraciones imiciales. La
condicion {1<c) representa flujo mulo sobre R(t). La
condicion (1-d) represcnta el balance de masa sobre la
raiz y la condicion (1-¢) representa la frontera mévil R(t)
en funcién de la longitud de raiz instantdnea I(t), la cual
es conocida a priori. El modelo se resuelve aplicando el
método del balance integral®'" con lo cual la ecuacién
diferencial (1-a) se integra ¢n la variable r sobre el
dominio {s.,R(t)). Usando una metodologia aniloga a
aguella usada en procesos de cambio de fase, se propone
1a siguicnte expresion para C(r, t);

Cr,t)= q>(r){1+ Kl)[l—ﬁ;} } 2)
con:
) = Ce™ ™0, = 1;2 =£:f 3)

donde Cy s la concentracién inicial de 16n en solucion
suelo en r = R, [mol m”}. La expresién (2) para la
concemiracion verifica 1a condicién inicial (1-b) tomando
B(0)=9 y la condicién de contorno (1-c). Después de
manipulaciones algebraicas clementales y teniendo en
cuenta ¢l caso particular de un crecimiento longitudinal

de raiz lineal, dado por I(t)= 1 + kt. se obtiene la
siguiente ecuacion diferencial para B()"”:
[ 4B _ BER),BL) B(0) =0
dt E®R()
| 1(111( ) @
R =R 2
L O=R,, 1, +kt

donde las funciones reales F |y F , estin dadas en %,

El sistema {4] se resuclve mediante el método de Runge-
Kutta pars ecuaciones diferenciales ordinarias, el cual
fue implementado en un programa FORTRAN. La toma
total de nu:riente se puede obtener a partir de la siguiente
férmula, 1a cual puede ser considerada como una version
modificada de la formula de Cushman>'*"

: 1= t=1, t= -
U=2ns], TJc(t)dhL 2xs, r [ ch(t)dt]l(t)dt
t=0 1=0 t=t
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k, [C(se,t) -C,]
1+ EL[_-(;(L;:,';)’——(:’EJ

n

J.()= (5)

donde J.(t) es el influjo, i(t) es el ritmo de crecimiento
longitudinal y U es calculada desde t=0'a 1= tpm.

El Método De Immovilizacion De¢ Dominio Y
Diferencias Finitas

Otro método para obteper la solucion del modelo
matemdtico (1) es el de la inmovilizacién del dominio y
la subsiguicnte aplicacién de diferencias finitas. Para
inmovilizar el dominio [s.,R(t)] Hevindolo al intervalo
[0,1] se realiza la siguiente transformacion:

. 1-§, (¢
"“Royos,”
¥(y,t) = C(r,t)

obteniéndose para el problema (1) la ecuacion y las
condiciones siguientes:

D*P”Q/,t) IDXl+€,)+s, R(t)y+{R(t) ~8, ]R(t)f ¥ G0 =F.0
[R)-s, ] [Rt)-s, ]1y+s [R(t)—s ]
0<y<], 0<t<T (6-a)
¥(y.0)=p(y[R,-8,]+5,),  0<y<l (6-b)
—~—l)—b——~‘P (LO+v W1,0)=0, 0<t<T (6<)
[R(Y-s,] 7 o
Db k [¥0O,0-¥,]
(0, )
Ro-s,] OO0 0.0 -]
Im
0<t<T
(6-d)
l(!
R(t)=R, T (6-¢)

0

donde ¥, =C, ¥y R(t) representa 13 derivada de R

respecto de t. ‘

La ecuacién y condiciones (6) resultantes se aproximan
por diferencias finitas"®, hacia adelante en el tiempo,
centradas en el espacio para la derivada segunda y hacia
adelante y atrds, para la derivada primera. Para ello se
propone:

D __AW®
A= R(t)-s, M) R(t)-s,
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_D, +5, Riy +R,(OR: ()y”

Bly,t
0 R{(1)y +5,R,(1)

dondeDd, =D(1+¢,).R,(1) = R(t) s, . Se considera una
malla uniforme en ¢l espacio y en el tiempo del dominio
rectangular {0,1]ix [Ot « ) donde t < T, con pasos
Ay en el espacio y con paso At en el uempo
respectivamente. Se nota con: o

L

y; =iy,  j=0,..,M con MAy=1 _
t" =nat, ' n=0,...,N con NAt= 5
lI’(\ E") ‘}’“: va]or de ‘P en el pumo ¥ al tlempo "

‘ B L It
donde los puntos (y t)son los nodos del dominio
discretizado. Aplicando diferencias finitas explicitas se
obtiene una eccuacién en difercncias y de ¢ésta las
correspondientes formulas iterativas para los puntos
ipteriores del dominio. Cuando B} <0 (B;: valor de

B(y,t) ext €l nodo (j,n)) la primera derivada se aproxigpé
con diferencias hacia atras y la ecuacién (6-a) resulta: . - |

l{,ﬁl [-{ __”_,___ZA‘ ~A—y-1—+1j| e A) Al} i {A —'—_BJ' g}\lﬁ_l
S .0t
) 2
con: At< —L o |
2A7 -BjAy

donde A"“‘A,(t“) ' S 7

Cuando B} >0 la derivada. primera. se aprox:ma con

difercncias hacia adelante y por ello de la ecuacnon (6-a)
resulta:

* “ .
.

& .
- (7-a-ii)
2
<y
2A} +BjAy e

. .o r o, § . P
TN A . P "SR
s g e i

El perfil de concentracion inicial dado por la condicion
(b-b) s¢ munsforma en:
. : ' ' 4

s]+s) Vi r-Lo (7b)

IR TN S

l1%’(y1,0) w(yJIR

- [
Los \dhcu s B} para los dxstmtos ‘nutrientés’ con51derados

.pueden ser positivos y/o negauvos segun sea el punto yel
tiempo considerados. Por ello, en cada caso se aphca una
u otra formula iterativa.

La condict :on cn ¢l borde y = 1 sc aproxima con
diferencias hac1a atrés y por lo tanto la condicién (2-c)
resulta:
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'Db¥(1-Ay,t") -

I 4 ‘ .
(L) = T
con’ e
. . . pp v o
L Ay < ——————— | . 8
! h - S y vo(Ro ‘Sk‘) 5 ( )

X . L o

alos efectos de garanhzar Y, t")>0, para todo n.

La. condlcxon en el’ borde .y = 0 se .aproxima con
dlferencxas hac1a delante de 1a cual resulia una ecuacwn

de segundo grado en ¥(0,t"). Se comprueba que el

dlscm_mnante y el , término independiente son positivos y
que . ¢l -coeficiente del término de mayor grado -es
negativo; por lo tanto, el. producto de,las dos raices es
negativo,~y-€n consecuencia- las raices tienen distinto
sigho- Debido a:que se. trabaja con concentraciones, se
toma-la dnica raiz que resulta posmva De la condicién
(6-d) resulta b <,

i I

a(t )l}' (o tf);B(t )‘I’(Ot )w(t )= 0

- g (7-d)
donde los coeficientes o, B y v estan dados por: *
o ) = v, - 240 g v
. o ¢ Ay
By = 20 yay )+( A “’](Km ~,)-1,
Ay
v(t) (K, -, )A(t )b‘I’(A t)+J ¥,

AT a4

La umcfa Taiz posmva de la® ecuacxon (7-d) viene dada por
la’ expresxon 51gulente o -

§o0E

S e B+ B(j:;(—a)] .

la cual resulta positiva cualquiera sea el valor de B.
Por ditimo, la ecuacion de la frontera. movil (6-¢)
dlscretlzada resulta: " -

Rt =R, ’ lkt"’ vn. (7-e)

Las ecuaciones eni diferencias (7) son resueltas mediante
un programa FORTRAN - ,

Crty . t3

W = ;
* [ .

Resultados Y Conclusiones
Yo, s Ve b Loe . RS

En la Tabla 1 se comparan las predicciones de toma de
nutriente obtenidas para toma de nutrientes como K, Py
Mg por plantines de pino'* obtenidas por el modelo de
Barber-Cushman -asi como por ¢l modelo de. frontera
movil en sus dos soluciones numéricas: el balance

integral y el método de diferencias finitas.
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TABLA 1. Comparacién de predicciongs del modelo de
frontera mévil respecto al modelo de Basber-Cushman

Toro predicha (mmel/maceta)

b

Modelo de  Modelo

T Toma Maodelo
Med.da Barber- Frontera Frontera
{mol/ Cushman Mévil Mpvil
maceia) (Balance  (Inm..Dom./

Integral} Dif. finjtas)

Error Error Error

Mg 1617 0625 61.3 0680 571 0.181 889
K 6.663 6285 56 6.653 015 7372 106
P 1.332 1.185 It 1302 225 1371 29

Los resultados muestran que el método del balance
integral produce mejores resultados para K y P que el
modelo de Barber-Cushman aunque para Mg ambos
modelos producen una pobre prediccion  debido
probablzinente al uso de altos valores para J,, obtenidos
medianic determinaciones experimentales del mismo en
soluciones nutritivas y no en suclo'®. El método de
diferencias finitas produce resultados simifares al método
de balance integral para K y P. Los resnltados mostrados
en la Tabla 1 pueden apreciarse en la Figura 1.

8
71 "" m Observada
5 rory :-H:i’
= Jis
}g 6 - PSR | EXY Barber-Cushman
[t 8 YEZY
£l JESEN . .
- s =3 1 E Frontera Mavil-
i 4 | YEE ;::: Balance Integral
K] " YES e
= 3 § ;u:n
E 3 .\} S ;:: m Frontera Maovil-
st § Ef Diferencias Finitas
B2} YE:Epo
[ Si = 3
=k i?:‘ YEED
is - R YES
ol 5.:{. H 4 ‘\\“, z
Mg K

Figura 1. Grafico comparativos de tomas de nutriente
observarda y predicha por los mod¢los de Barber-Cusliman, de
frontera mévil con balance integral y frontera moévil con
diferencias initas
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